Semantyka i weryfikacja programéw



Semantyka i weryfikacja programéw

o Celem tych zajel jest przedstawienie podstawowych technik formalnego
opisu znaczenia programéw, probleméw w ich opracowaniu i stosowaniu, a
przede wszystkim uzasadnienie potrzeby stosowania takich metod.

o Przedstawimy kolejno rézne metody definiowania semantyki jezykéw
programowania wraz z ich matematycznymi podstawami i praktycznymi
technikami opisu.

o Wprowadzimy podstawowe pojecia poprawnosci programéw wraz z
formalizmami i metodami dowodzenia takich wtasnosci.

o Woprowadzimy (cho¢ tylko bardzo szkicowo) idee systematycznego
konstruowania poprawnych programéw.



D207 0C78 FOCE 00078 010DO r :=0; q :=1;

D203 0048 FOD6 00048 01CD8 while q <= n do

8000 FOEA FOB3 010EC OOED7 begin r :=r + 1;

9C00 000C FODA 0000C ... q:=q+2*r+1end

e Scisty, zrozumiaty dla cztowieka opis algorytmu

e Sciste okreslenie, jakie obliczenia maja by¢ wykonane przez komputer

Pozadane cechy programéw:

e czytelne; efektywne; niezawodne; przyjazne dla uzytkownika; dobrze
udokumentowane; ...

e ale nade wszystko, POPRAWNE

e no i nie zapominajmy: takze, wykonywalne. ..



Sprzecznosci

Oczekiwania wobec jezykéw programowania:

uzywalne

formalne

efektywne




Wielki Cel

Niezbedne aspekty dobrego jezyka programowania:
Sktadnia

Semantyka

Logika

Pragmatyka/metodyka

Implementacja

o Srodowisko programisty



Skfadnia

Stuzy do precyzyjnego zdefiniowania zbioru poprawnie zbudowanych konstrukgji
jezyka.
— skfadnia konkretna (LL(1), LR(1), ...)

— sktadnia abstrakcyjna (jednoznaczna gramatyka bezkontekstowa, notacja
BNF itp.)

— poprawnos¢ typéw (warunki kontekstowe, analiza statyczna)

Formalna prezentacja sktadni stata sie obecnie standardem/!

Dzieki temu sa dostepne doskonate narzedzia wspomagajace analize sktadniowa.



Stuzy do zdefiniowania znaczenia programéw i wszystkich fraz sktadniowych
jezyka.

Opis nieformalny jest czesto niewystarczajacy

— semantyka operacyjna (mate kroki, duze kroki, maszynowa): wykorzystuje
pojecie obliczenia, ukazujac sposéb, w jaki dochodzi do wyliczenia
wynikéw

— semantyka denotacyjna (bezposrednia, kontynuacyjna): opisuje znaczenie
catych konstrukcji jezykowych, definiuje wyniki bez wchodzenia w
szczegbty zwigzane z ich uzyskaniem

— semantyka aksjomatyczna: koncentruje sie na wtasnosciach konstrukcji
jezykowych, pomijajac niektére aspekty zwigzane z ich znaczeniem i
wyliczaniem wynikéw



Pragmatyka

Jak nalezy uzywac jezyka, aby tworzy¢ dobre programy.
— prezentacja konstrukcji programistycznych przeznaczona dla uzytkownika

— wskazdwki dotyczace dobrego/ztego stylu ich stosowania



Stuzy do formutowania wtasnosci programu i ich dowodzenia.
e Whtasnosci czesciowej poprawnosci, formutowane na bazie logiki pierwszego
rzedu
e Logika Hoare'a do ich dowodzenia
e Whtasnosci stopu (catkowita poprawnos¢)
Takze:
— logiki temporalne
— inne logiki modalne
— algebraiczne metody specyfikowania

— metody specyfikowania oparte na modelu abstrakcyjnym



weryfikacja programu ‘ a ‘ tworzenie poprawnego programu

Metodyka
— specyfikacje
— stopniowe uszczegdtawianie
— projektowanie modutowej struktury programu

— kodowanie poszczegdlnych modutéw



Implementacja

Kompilator/interpreter, z:

analizatorem sktadniowym

— analizatorem statycznym i modutem optymalizujacym

generatorem kodu

Srodowisko programisty

Niezbedne dla budowy i wykonywania programéw:

edytor tekstow dedykowany
danemu jezykowi programowania

kompilator/interpreter
debugger

biblioteki standardowych
modutéw

A TAKZE:

e wsparcie do tworzenia
specyfikacji

e narzedzia do weryfikacji



Po co nam semantyka?

Abysmy mogli spaé spokojnie wiedzac, ze:

— wszystkie konstrukcje jezykowe i stojace u ich podstaw pojecia sa
precyzyjnie, doktadnie i jednoznacznie rozumiane

jestedmy niezalezni od konkretnej implementacji

potrafimy tatwo tworzy¢ implementacje prototypowe

— mamy niezbedne podstawy do wiarygodnego wnioskowania



Przyktad

Przypomnijmy:
r :=0; q :=1;
while q <= n do
begin r =1 + 1;
q:=q+2*x1r+1
end
Lub lepiej:

rt:=0;sqr:=1;
while sqr < ndo (rt:=rt+1;
sqr:=sqr +2xrt+1)



Program oblicza cze$¢ catkowita pierwiastka kwadratowego, prawda?

{n>0}

rt:=0;sqr:=1;

{n>0Art=0Asqr=1}

while {sqr = (rt +1)?> A rt*> < n} sqr < n do
(rt:=rt+1;
{sqr = rt* A sqr < n}
sqr:=sqr+ 2% rt + 1)

{r?* <n<(rt+1)%}

Ale jak uzasadnié niejawne uzycie asercji i regut dowodzenia?



Przyktadowa reguta dowodzenia

Na przyktad:
{sqr = rt* Asqr < n} sqr:=sqr + 2% rt +1 {sqr = (rt +1)> A rt* < n}

wynika z reguty:

{lE/x]} x:=E {p}

ALE: cho¢ reguta ta jest zasadniczo poprawna, to jednak z wielu powoddéw nie
dziata w przypadku jezyka PASCAL (zakohczenie z btedem, zapetlenie, efekty
uboczne, przypisania na elementy tablicy, wskazniki i aliasy itp.)

Badz formalny i Scisty!




Uzasadnianie poprawnosci

e definicja semantyki programu

e definicja spetniania warunkéw poprawnosci

e reguty dowodowe dla warunkéw poprawnosci
e dowdd poprawnosci logicznej wszystkich regut

e analiza petnosci systemu regut



Plan zajeé

o Wstep

e Semantyka operacyjna

e Semantyka denotacyjna

e Podstawy semantyki denotacyjnej

e Bardziej ztozone konstrukcje

e Poprawnos¢ czesciowa: logika Hoare'a

e Poprawno$¢ catkowita: dowodzenie stopu
e Systematyczne wyprowadzanie programéw
e Semantyka: podejécie algebraiczne

e Specyfikowanie programéw i ich konstruowanie



Skfadnia

Sa standardowe metody definicji sktadni jezykéw programowania. Wiecej na
wyktadzie:

Jezyki i automaty

Podstawowe pojecia:
e jezyki formalne
e gramatyki: regularne (nieco zbyt stabe), bezkontekstowe (w sam raz),
kontekstowe (zbyt mocne), ...
Na marginesie: istnieja mechanizmy wykorzystujace gramatyki do definiowania
semantyki jezykéw programowania: gramatyki atrybutywne, a takze gramatyki
dwupoziomowe, patrz:

Metody implementacji jezykéw programowania




Sktadnia konkretna

Sktadnie konkretna jezyka programowania zazwyczaj definiuje sie za pomoca
gramatyki (bezkontekstowej), szczegétowo opisujacej wszystkie ,,przecinki i
Sredniki” niezbedne do tego, aby napisany ciag znakéw byt poprawnie
zbudowanym programem. Zazwyczaj towarzysza jej dodatkowe warunki
konktekstowe, ktére eliminujg niektére napisy dopuszczane przez gramatyke
(np. ,nie bedziesz uzywaé niezadeklarowanej zmiennej”).

Opis jezyka formalnego za pomoca jednoznacznej gramatyki bezkontekstowej
nadaje pewna strukture napisom jezyka: pokazuje, w jaki sposéb za pomoca
lingwistycznych konstrukcji jezyka, utworzyé poprawnie zbudowany napis z jego
bezposrednich sktadowych.



Sktadnia abstrakcyjna

Sktadnia abstrakcyjna wyraza strukture fraz programu przez podanie
zastosowanych do ich tworzenia konstrukgji lingwistycznych jezyka. Z kazda
fraza sktadniowa zwiazuje jej bezposrednie sktadowe oraz konstrukcje
zastosowana do jej utworzenia.

Sktadnie abstrakcyjng mozna uwazaé za opis budowy kazdej frazy jezyka
wyrazony jako drzewo rozbioru: kazdy wierzchotek jest etykietowany
konstrukcja lingwistyczna, a poddrzewa reprezentuja sktadowe.

Analiza sktadniowa odwzorowuje sktadnie konkretna na sktadnie abstrakcyjna
poprzez zbudowanie drzewa rozbioru dla kazdej frazy jezyka zgodnie z definicja
zadana przez sktadnie konkretna.

Powyzsze pojecia (i wiele innych) wyjasniono na innych zajeciach.



Ten przedmiot

Nie bedziemy wnika¢ w réznice miedzy sktadnia konkretna a abstrakcyjna.

e sktadnie prezentujemy w postaci sktadni konkretnej
e frazy jezykowe uzywamy tak, jakby byty zadane przez sktadnie abstrakcyjna

e w razie niejednoznacznosci stosujemy nawiasy i wciecia — uzyskujac w ten
sposéb jednoznacza interpretacje frazy jezykowej w postaci pewnego
drzewa rozbioru

To podejscie nie jest wtasciwe w przypadku prawdziwych
Jjezykéw programowania, ale dziata wystarczajaco dobrze
w przedstawianych w dalszym ciagu przyktadach




Przyktad wiodacy

Jako podstawowy przyktad dla prezentacji metod definiowania semantyki
wykorzystamy prosty, iteracyjny jezyk programowania:

‘ TINY ‘

— proste wyrazenia arytmetyczne
— proste wyrazenia logiczne

— proste instrukcje (przypisanie, instrukcja warunkowa, petla)



Kategorie sktadniowe

e state liczbowe

o nastepujacej sktadni:
Nz=0|1]2]---

e zmienne

x = --- ciagi liter i cyfr rozpoczynajace sie od litery- - -

o nastepujacej sktadni:

ex=N|x|late|larea|la—e

o nastepujacej sktadni:

e wyrazenia (arytmetyczne)



Kategorie sktadniowe, c.d.

e wyrazenia logiczne

b € BExp
o nastepujacej sktadni:
b::=true|false | e < e | b | b1 A b
e instrukcje
o nastepujacej sktadni:

Su=x:=e|skip|51; S |if b then S; else S |
while b do S’



Zanim przejdziemy dalej

(do semantyki)

Uzyta wczesniej definicja sktadni, np:

o nastepujacej sktadni:

ex=N|x|late|lare|la—e

e wyrazenia (arytmetyczne)

oznacza, ze wszystkie wyrazenia maja jedna z powyzszych postaci, wszystkie te
postacie s3 rézne oraz kazde wyrazenie mozna zbudowac stosujac w pewnej
kolejnosci te konstrukcje.

Zatem do definiowania i dowodzenia mozna tu stosowad
INDUKCJE (STRUKTURALNA)




Indukcja strukturalna

Niech P(_) bedzie pewna wtasnoscia dotyczaca wyrazen:
JESLI

TO

P(N), dla kazdego N € Num

P(x), dla kazdego x € Var

P(e1 + e2) wynika z P(e1) i P(e2), dla kazdego e, &2 € Exp
P(e1 * &) wynika z P(e1) i P(e2), dla kazdego e1, &, € Exp
P(e1 — &) wynika z P(e1) i P(e2), dla kazdego e, &> € Exp

P(e) dla kazdego e € Exp.



Definicje indukcyjne

Zmienne wolne wyrazeri FV/(e) C Var:

FV(N) =0

FV(x) = (x}

FV(er + &) = FV(e1) U FV(e&)
FV(ei x &) = FV(e1) U FV(e)
FV(e1 — &) = FV(e1) U FV(e&)

Fakt:

Dla kazdego wyrazenia e € Exp, zbiér FV/ (e) jego zmiennych wolnych jest
skoriczony.



Kategorie semantyczne

Najpierw tatwe rzeczy:

e wartosci logiczne
Bool = {tt, ff}

e liczby catkowite
Int={0,1,-1,2,-2,...}
wraz z oczywista funkcja semantyczna:

N: Num — Int

NTO] =0
N[l =1

N2] =2

Na marginesie: _[_] jest po prostu
zastosowaniem funkcji semantycznej,
przy czym [ ] uzywa sie, aby oddzieli¢
fraze sktadniowa od kontekstu seman-
tycznego.




Wartosciowania zmiennych

e stany (na razie: funkcje (catkowite) z Var w Int)
s € State = Var — Int

— wyszukanie (wartosci zmiennej x w stanie s) jest po prostu zastosowaniem
funkcji
s X
— uaktualnienie stanu: s’ = s[y + n]
sx= {3 BTy
n jeslix =y



Semantyka wyrazen

&: Exp — (State — Int)

definiowana w oczywisty sposéb:
E[N] s = N[N]

Elx] s =sx

e + e] s =E[a] s+ E[e] s
e xe] s =Ee] s+ E[e] s
Ela — e] s =Ele] s — Elex] s

Na marginesie: Bedziemy czesto uzywaé funkcji wyzszych rzedéw!

Bez dalszych ostrzezen!




Semantyka wyrazen logicznych

B: BExp — (State — Bool)

definiowana w oczywisty sposéb:
Bltrue] s = tt
B[false] s = ff
_Jtt jedli E[a] s < Elex] s
Bler< ex]s = {ff jesli E[el] s € Elex] s

| ff jesli B[b] s = tt
Bl-bls - = {tt jesli B[b] s = fF

_Jtt jedli B[bi] s = tti B[b2] s =tt
Blbu A b2 s = {ff jedli B[bi] s = fF lub B[b] s = ff



Semantyka instrukcji

Zdefiniujemy ja na kilka sposobdéw, aby zilustrowad rézne podejscia do
semantyki formalnej.

Poprzednie definicje traktujemy jako pomocnicze




Zanim przejdziemy dalej

(do semantyki instrukgji)

Fakt:

Znaczenie wyrazenia zalezy jedynie od wartosci jego zmiennych wolnych: dla
kazdych e € Exp i s,s’ € State, jesli s x = s’ x dla kazdego x € FV/(e) to

Elels = £[els’-

Dowéd za chwile. ..

Cwiczenie:

Sformutuj (i udowodnij) analogiczna wtasnosé dla wyrazeni logicznych.



Przez indukcje strukturalna:

e dla N € Num, E[N] s = N[N]
=¢E[e] s

e dla x € Var, E[[x] s =sx
=s'x (gdyz x € FV(x))
=¢&[x] s
e dla e, e € Exp,
Eler1 + e] s =E[e] s+ Efex] s
=E&[e] s’ + EJex] s’  (z zatozenia indukeyjnego,
gdyz FV(e1) C FV(e1 + e2),
i podobnie dla &)
=E[e1 + e] s’



Przezroczystos¢ odwotan. . .

Podstawienie €' na x w e daje wyrazenie e[e’/x]:

N[e'/x] =N

o e jedli x = x’'
x'1e'/x] X jeélix;éx'
(&1 + e)[e’/x] = er[e/x] + ea[€'/x]

(a1 &)l /x] = eile’/x] x &€’ /x]
(e — &)[e'/x] = eie'/x] — e[ /x]

Udowodnij:

Elele'/x]] s = €l e] s[x — E[€] s]




Semantyka operacyjna

semantyka matych krokéw

Ogdlna idea:
e definiujemy konfiguracje: v € T
e niektére z nich oznaczamy jako korcowe: T C I

e definiujemy (jednokrokowa) relacje przejscia: = C T x T
— dla v €T, zazwyczaj v %

e badamy obliczenia: (skoficzone badz nieskoriczone) ciagi konfiguracji

YO YLy e ey Vi Yitly e

takie ze ; = 7iy1. Zapisujemy je w postaci:

fy0:>'yl:>...:>’yi:>'yi+1:>...




Obliczenia moga:
— konczyésie: o=y == WmeT
— zakleszczaésie: Yo = V1 = - = Y, Vn €T i Vn 7
— by¢ nieskonczone (petli¢ sig): 70 = 71 = - -

Ponadto:
o v =F~"dla k >0, jedli istnieje obliczenie y =7 => 71 = - = W =~
o v =" jedli v =X~ dla pewnego k >0

Na marginesie: =" C I x I jest najmniejsza relacja zwrotna i przechodnia
zawierajacy =.



: semantyka operacyjna

Konfiguracje: I = (Stmt x State) U State
Konfiguracje koricowe: T = State
Relacja przejscia zawiera jedynie:

(x:=e,s) = s[x — (&]€] 9)]

(skip,s) = s

(51;52,5) = (51;52,8")  jesli (S1,s) = (S1,s)

(51;52,5) = (S2,s")  jedli (S1,s) = &

(if b then S; else S, s) = (S1,s) jesli B[b] s = tt

(if b then S; else S, s) = (Sz,s5)  jesli B[b] s = fF
(while b do S,s) = (S;while bdo S,s) jesli B[b] s =tt
(while bdo S,s) = s jesli B[b] s = ff



Niektére wtasnosci

Fakt:

TINY jest deterministyczny, tzn.: dla kazdej konfiguracji (S, s)
jes’li <S7S> =M i <S7S> = Y2 toy1 = 2.

Dowéd: Przez indukcje strukturalng po S.

Whiosek:

W jezyku TINY, dla kazdej konfiguracji (S, s) istnieje doktadnie jedno
obliczenie rozpoczynajace sie w (S, s).

Inna technika dowodowa:

Indukcja po dtugosci obliczenia




Niektére wtasnosci

Fakt:

Jesli (Si; Sp,8) =55’ to (Si1,5) =" 5i(S5,,8) =" &, dla pewnych 5 € State i
ki, ko > 0 takich ze k = ki + ko.
Dowéd: Przez indukcje po k:
k=0: OK
k> 0: Wtedy (S1; S2,8) = v =1 5'. Z definicji relacji przejécia sa tylko dwie
mozliwosci:
— v=(5,8), przy czym (51,s) = 5. OK
— v =1(5{;5,5"), przy czym (S1,s) = (Si,s"). Wéwczas z zatozenia
indukcyjnego, (Si,s") = 3 oraz (5,,8) =% s, dla pewnych
S € State i ki, ko > 0, takich ze k — 1 = ki + ko. OK

Fakt:
Pozostaty kontekst nie wptywa na obliczenia:
Jesli (S1,s) =¥ (S],s") to (S1;S2,5) =K (S]; S, 8');
jesli (S1,s) =% s' to (S1; 5, 8) =% (S,,8').



Warianty definicji

zamiast przedstawionych regut dla if:

(if b then S; else S,,s) = (S1,s)
(if b then S; else S5,5) = &
(if b then S; else S;,5) = (S5,5)
(if b then S; else S5,5) = &

jesli B[b] s =tti (S1,s) = (5{,5’)
jedli B[b] s =tti (S1,s) = s

jedli B[b] s = ff i (Sy,s) = <5£,s’>
jesli B[b] s = ff i (Sz,s) = ¢’

podobnie dla while, pierwszy przypadek

zamiast przedstawionych regut dla while:

(while bdo S, s) =

(if b then (S; while b do S) else skip, s)



Semantyka naturalna

semantyka wielkich krokéw

Ogdlna idea:
e definiujemy konfiguracje: v € T’
e niektdre z nich oznaczamy jako koricowe: T C I’

e zamiast obliczen rozwazamy (definiujemy) przejscia bezposrednio do
konfiguracji koricowych, do ktérych prowadza obliczenia: ~ C T x T

Nieformalnie:
—jeslivo=vm= =7 meT tovw~ v

— jeSlivo= v = ---= Y0, Y €T oraz vy, %, to Y0 %
— jeSliyo =1 = - toy %



: semantyka naturalna

(x:=es) o shx = (Ele] 5)] Konfiguracje:

(skip,s) ~ s I = (Stmt x State) U State

Konfiguracje koncowe:” T
(S1,8) ~ &' (S5,8") ~» s" Tg: St:{lte jak wyzej

(S1;52,5) ~ 8" Przejscia: jak podano tutaj
(S1,8) ~» s’ o
I b] s =tt
(if b then S, else Sy, 5) — s 1" Blbl s
(S2,8) ~s s’

(if b then S; else Sy, 5) ~ s’ jesli B[b] s = ff

(S,5) ~ &' (while b do S,s’) ~ s”
(while bdo S,s) ~» s”

(while b do S,s) ~ s jesli B[b] s = ff

jesli B[b] s = tt



Jak to rozumieé?

‘ ., na gruncie teorii zbioréw" ‘

Jak poprzednio:
~» C T x T jest najmniejsza relacja, takay ze
— (x:=¢,s) ~ s[x — (E[e] s)], dla kazdych x € Var, e € Exp, s € State
— (51;55,5) ~ 5" jedli (S1,5) ~ 5" i (Sy,8") ~ ", dla kazdych
51,5, € Stmt, s,s',s” € State

(if b then S; else S,,s) ~ s jedli (S1,s) ~ s’ i B[b] s = tt, dla kazdych
b € BExp, 51,5, € Stmt, s, s’ € State



Jak to rozumieé?

‘ . jako dowéd” ‘

Podajemy
— aksjomaty, np.  (x:=e,s) ~ s[x — (£[e] s)], oraz
(S1,8) ~ &' (S5,8") ~» s"
— t .
reguty, np GRS

za pomoca ktérych wyprowadzamy (lub tez: dowodzimy) stwierdzenia postaci

(S,s) ~ s

Tak naprawde: podajemy schematy aksjomatéw i regut, w ktérych mozna
dowolnie dobiera¢ elementy podstawiane za wystepujace w nich metazmienne
(x € Var, e € Exp, s,s’,s"” € State, 51,5, € Stmt itd.).



Dowody/wyprowadzenia

Skoriczone drzewo dowodu (lub drzewo wyprowadzenia):

e liscie: etykietowane aksjomatami, np.
: (xi=e,s) ~ s[x = (E[e] 9)]
e pozostate wezty: etykietowane zgodnie z
regutami, np.
: (S1,5) ~ 5 : (S, 8"~ S
: (51;S,8) ~ 5"
e korzen: udowodnione stwierdzenie,

: (S,s) ~» &

Czesto uzywamy notacji F (S,s) ~ s’ | dla oznaczenia, ze istnieje dowdd

stwierdzenia (S,s) ~» s’



Kolejna technika dowodowa

Indukcja po strukturze drzewa dowodu

Aby udowodnié ‘jeéli F(S,s) ~ s’ to P(S,s,s) ‘ pokazujemy, ze:

P(x:=e,s,s[x — (E[e] s)])

P(skip, s, s)

P(S1;S2,5,5") wynika z P(S1,s,s’) oraz P(S2,s',s")

P(if b then S; else S;,s,s’) wynika z P(S1,s,s’), gdy B[b] s = tt
P(if b then S; else S,,s,s’) wynika P(S,,s,s’), gdy B[b] s = ff
P(while b do S,s,s"”) wynika z P(S,s,s’) oraz P(while b do S,s’,s"),
gdy B[b] s = tt
P(while b do S,s,s), gdy B[b] s = ff @Jwaga na kwantyfikac@)




Niektére wtasnosci

Fakt:
TINY jest deterministyczny, tzn.:

dla kazdego + (S,s) ~s', jesli (S s)~s" tos' =s".

Dowdd: przez (tatwa) indukcje po dowodzie + (S, s) ~+ s’

Na marginesie: Czy daje sie to takze udowodni¢ przez indukcje po strukturze S
— co stanowi problem?

semantyka while nie jest kompozycjonalna.

@Wigcej o kompozycjonalnosci péinieD)




Réwnowaznos$¢ semantyczna

Instrukcje S1,S» € Stmt s3 réwnowazne naturalnie (réwnowazne wzgledem
semantyki naturalnej)

S1=n5 5

jesli dla kazdych stanéw s,s’ € State,

F (Si,s) ~ s wttw F (S2,s) ~ s

Fakt:
Przez indukcje po wyprowadzeniu mozna udowodnié, Ze:
e S;skip =ns skip;S=ns S
(515 52); S3 =ns S1:(52; S3)
e while b do S =uss if b then (S;while b do S) else skip

if b then (if b’ then S, else S7) else S,
=ns if bA D then S else (if b A —b’ then 5] else S,)



Wtasnos¢ kongruencji

Fakt:
Konstrukcje jezykowe zachowuja réwnowaznos¢ semantyczna:
o jesli Sy =ns St oraz Sy =ns S to
51,5 =85 515,
o jesli S1 =ns St oraz S =ns S) to
‘ if b then S; else S; =5 if b then S else S} ‘

o jesliS=xs S to
| while b do S =ys while b do 5’

Na marginesie: W podobny sposéb mozna rozszerzy¢ definicje réwnowaznosci
na wyrazenia i wyrazenia logiczne



: semantyka operacyjna a naturalna

‘ ,Sa one w zasadzie takie same” ‘

Fakt:

Obie semantyki sa réwnowazne wzgledem opisywanych przez nie wynikéw
koncowych:
F(S,s)~ s wttw (S,s) ="

dla wszystkich instrukcji S € Stmt i stanéw s, s’ € State.
Dowdd:
» =": Przez indukcje po strukturze wyprowadzenia (S,s) ~» s’.

» <=": Przez indukcje po dtugosci obliczenia (S,s) =* s'.



» =": Przez indukcje po strukturze wyprowadzenia (S,s) ~» s’.

o (x:=e,s) = s[x — ([e] s)]. OK

e (skip,s) = s. OK

e Przypus¢émy (S1,s) ~ 5" i (S2,8") ~ 5", wiec (S1,s) =" 5" i
(S2,8") =" s". Wtedy (51;52,5) =* (S5,5') =* s”. OK

e Przypus¢émy B[b] s = tti (S1,s) ~ ', wiec (S1,s) =* s'. Wtedy
(if b then S; else S5,5) = (S1,5) =* s'. OK

o Przypusémy B[b] s = ff i (S5,5) ~ s, wiec (Sz,5) =™ s'. Wtedy
(if b then S; else S5,5) = (S2,5) =* s'. OK

o Przypusémy B[b] s = tt i (S,s) ~» s’ i (while b do S,s’) ~ s”, wiec
(S,s) =* 5" i (while bdo S,s") =* s”. Wtedy
(while b do S, s) = (S;while b do S,s) =* (while bdo S,s") =" s".
OK

e Jesli B[b] s = ff to (while b do S,s) = s. OK



» <=": Przez indukcje po dtugosci obliczenia (S, s} =%

(S,s) =Fs': Wezmy k>0i[(S,s) =~v=F"15"| W zaleznosci od
pierwszego kroku (tylko kilka przyktadowych przypadkow):

o (x:=e¢,s) = s[x — (E[e] s)]. Wéwczas 5" = s[x — (£[e] s)];
(x:=e,s)~ s[x — (€]€] s)]. OK

o (51;5,s) = (5;%,5"), z (51,5) = (51,5").
Wtedy (S7; Ss,s") =1 &', wiec (S],s") =H P <52,.s7’) =k g
dla ki ke >0z ki+ ko =k — 1.
Witedy (S1,s) ~» 5" i (S5, 8") ~ s, wiec (S1: Sy, s) ~» s". OK

e (if b then S; else S, 5) = (S1,s), z B[b] s = tt. Wtedy
(S1,s) =71 &', wiec (S1,s) ~» " i (if b then S; else Sy, s) ~» s'.
OK

e (while b do S.s) = (S;while b do S,s), z B[b] s = tt. Wtedy
(S;while b do S,s) =*"1 s, zatem (S,s) =" 3 i
(while b do S,38) =% s, dla ki, ko > 0 z ky + ko = k — 1. Zatem
takze (S, s) =XM1 5/ Zatem (S,s) ~ 3, (while b do S,3) ~ s,
wiec (while b do S, s) ~» s’. OK




»Denotacyjna” semantyka instrukgcji

Sos: Stmt — (State — State)

uzyskana z semantyki naturalnej badZ operacyjnej nastepujaco:

Sos[S]s =5 wttw (S,s) ~ s (wttw (S,s) =" §')

Na marginesie: TINY jest deterministyczny, wiec rzeczywiécie otrzymujemy
funkcje
Sos[S]: State — State

Jest to jednak na ogdt funkcja czesciowa.
Tak naprawde definiujemy wiec:

s’ jeéli (S,s) ~ s, tzn. (S,s) =* s
Sos[s]s = {undefined jedli (S,s) 4

/



Semantyka operacyjna a semantyka naturalna

., Sa one zupetnie inne”

Semantyka naturalna jest bardziej abstrakcyjna niz semantyka operacyjna

Istnieja naturalnie réwnowazne instrukcje o zupetnie réznych zbiorach obliczen
indukowanych przez semantyke operacyjna.
e Semantyka naturalna nie uwzglednia obliczen, ktére ,zakleszczaja sie” lub
»zapetlaja sie”.
e Semantyka naturalna nie podaje szczegétéw dotyczacych obliczen.



Réwnowaznos¢ operacyjna

Instrukcje S1,S» € Stmt s3 réwnowazne operacyjnie (réwnowazne wzgledem
semantyki operacyjnej)

S =0s S ‘

jesli dla wszystkich stanéw s € State, (S1,s) = (Sz,s), przy czym:
konfiguracje vy1,v2 € I' sa bipodobne, 1 = 72, jesli:

o 11 witw yp =* & Wazne pojecie:
e , . , BISYMULACJA
sjefim=mton=>"nzn~="n

e jedlim=mtomn="11zy~v

Fakt:

Jesli | S1 =os 5o ‘ to ‘ Si=xs S

Przyktady przytoczone przy okazji rbwnowaznosci naturalnej przenosza sie
takze i tutaj. Dla dotychczas rozwazanego jezyka réwnowazno$¢ naturalna jest
tym samym co operacyjna.



Niedeterminizm i zakleszczanie obliczen

Rozszerzmy instrukcje | S € Stmt | o:

Su=...|abort| S orS;

Semantyka operacyjna

(S10r S2,5) = (S1,8) (S10r S3,5) = (Sa,8)

Semantyka naturalna

<517 S> ~ Sl <527 S> ~ s/

(S10r Sy, 8) ~ (Sior Sy, 8) ~ s

Na marginesie: W obu przypadkach, abort powoduje zakleszczenie (przerwanie
obliczenia). . .



Co z réwnowaznosciami?

° 51 or 52 =0s 52 or 51
e abort =xrs while true do skip

e abort Zps while true do skip
(777 nie zawsze zachodzi przy innych wariantach bisymulacji)

e Sorabort =xs S (faskawy niedeterminizm)
e Sorabort Zos S (chyba ze S =ps abort)

e W ogdlnosci, przy semantyce operacyjnej znaczenie ma moment
niedeterministycznego wyboru: S; (51 or $2) Zos (S; S1) or (S; S2

° 5; (51 or 52) =NS (5, 51) or (5, 52)

51 S S



Dodajmy ,,réwnolegtosc”

Rozszerzmy instrukcje o zfozenie ,,réwnolegte” (przeplot):

Su=-|S5| %

Semantyka operacyjna

(S1[| S2.5) = (S{ || S2.8) jesli (S1.5) = (S].5)

(S1ll S2,8) = (S1]] $3.6) jesli (S, 5) = (S, 6)

Semantyka naturalna

(S1,8) ~ s (Sp, 8y~ 5" (S1,8) ~ 5" (S,s) ~r S
(S1or Sy, s) ~ 5" (S1or Sy, 5) ~» 5"

77 77

Bez sensu



Semantyka denotacyjna

‘ Metoda ‘

e zdefiniuj sktadnie (dziedziny syntaktyczne)
e zdefiniuj dziedziny semantyczne
e zdefiniuj funkcje semantyczne

e uzyj kompozycjonalnych definicji



Dziedziny syntaktyczne

Kazda kategora sktadniowa jezyka stanowi dziedzine syntaktyczna, ktérej
elementami sg wszystkich frazy sktadniowe tej kategorii.

Dziedziny semantyczne

Dziedziny semantyczne zawieraja obiekty, ktére sg zamierzonymi znaczeniami
(denotacjami) fraz sktadniowych jezyka. Wszystkie denotacje pochodza z
dziedzin semantycznych, ale zazwyczaj nie wszystkie elementy dziedzin
semantycznych s3 znaczeniami fraz jezyka.

Dziedziny semantyczne tworzy sie z dziedzin podstawowych (Int, Bool) stosujac
konstruktory dziedzin: produkt, sume (roztaczna), przestrzenie funkcyjne itd.
Kazdej kluczowej kategorii sktadniowej odpowiada pewna dziedzina
semantyczna.



Funkcje semantyczne

Dla kazdej kategorii sktadniowej Cat, definiujemy funkcje semantyczna
C: Cat — CAT

ktéra z kazdg fraza sktadniowa ph € Cat zwiazuje jej denotacje w odpowiedniej
dziedzinie semantycznej CAT:

Clph] € CAT

Na marginesie: Wprowadza sie w ten sposob takze réwnowazno$¢ semantyczna:
frazy phy, ph, € Cat s3 réwnowazne semantycznie (réwnowazne wzgledem
semantyki denotacyjnej)

phy =ps ph,

gdy Clph] = Clph.]-



Kompozycjonalnos¢

Funkcje semantyczne definiuje sie kompozycjonalnie tak, aby
denotacja frazy zalezata jedynie od denotacji jej bezposred-
nich sktadowych:

Cle(phy, ..., ph,)l = ®(Clph], - ... Clph,])

Taka klauzule semantyczna podaje sie dla kazdej konstrukgji

o
omomortizm

Istotne konsekwencje:

INDUKCJA STRUKTURALNA ‘

Wtasnos¢ kongruencji rownowaznosci semantycznej




Semantyka denotacyjna jezyka

Dziedziny sktadniowe

Num (Var) Exp BExp Stmt

Troche nieformalnie:

N € Num : _0|1|2|
(x € Var 2= --
eEExp:':N\x|el+ez|e1*ez|el e
b € BExp :=true |false | &1 < & | =b' | b1 A by
S e Stmt = x:=e|skip | S1; S, | if b then S else S, | while b do S’




Semantyka denotacyjna jezyka

Dziedziny semantyczne

Int  (Bool) (State) EXP  BEXP  STMT

Int={0,1,-1,2,-2,...} Funkcje semantyczne:

Bool = {tt, ff} N: Num — Int
State = Var — Int 5: Exp — EXP

BEXP — State . Bool B: BExp - BEXP
B S: Stmt — STMT

STMT = State — State




Zanim przejdziemy dalej

(do klauzul semantycznych)

Pewne pojecia pomocnicze:

e \-notacja: Ax:D.E oznacza funkcje, ktéra odwzorowuje dowolny element
d € D na E[d/x]

e identycznos¢: idp = Ax:D.x

e zfozenie funkcji: ztozenie f: D1 — D- i g: D> — D3 zapisujemy jako
fig: D1 — Ds

e warunek: iftep: Bool x D x D — D definiujemy jako

di jedlic=tt

iftep(c, di, o) = {dz jesli c =ff

(bedziemy czesto pomijaé indeks D)



e indeksowanie: dla dowolnej funkcji f: Dy X - -+ x D, — D i dziedziny I,
lift (F): (I = D1) x --- x (I = D,) = (I = D)
definiujemy nastepujaco:
lift' (F)(fdy, ..., fd,) = Xi:l.£(fd1(i), . .., fdn(i))
Na przyktad, warunek na funkcjach zaleznych od stanu:
cond: BEXP x EXP x EXP — EXP
ktéry definiuje sie explicite przez:

Ei(s) jesli B(s) =tt

cond(B, Ei, E3)(s) = iftemt(B(s), Ex1(s), E2(s)) = {Ez(s) jesli B(s) = F

mozna zdefiniowa¢ jako cond = liftS*® (iftent). Dotyczy to takze
funkcji czesciowych




Semantyka denotacyjna jezyka

Klauzule semantyczne

N: Num — Int &: Exp — EXP

No] =0 E[N] = Xs:State NN] E[x] = As:State.s x
N[ =1 Eler + e = 15 (+)([ar]. E[])

N2l =2 e+ e] = liftse(x)(E[e], E[e2])
- e — e = life*e(=)(E e, €[e2])

]B: BExp — BEXP‘

B[true] = As:State.tt B[false] = As:State.ff

B[-b] = lift**e(=)(B[b]) ~ Ble: < e2] = lift>**(<)(€[e1], € [[e2])
Blb1 A bo] = liftS?(A)(B[b1], B[b2])




Semantyka denotacyjna jezyka

Klauzule semantyczne

S: Stmt —» STMT |

Slx:=€] = As:State.s[x — E[e] s]
Slskip] = idstate
S[Si; S = S[51]:S5[5:]

S[if b then S; else S;]| = cond(B[b], S[S:], S[S:1)
S[while b do S] = cond(B[b], S[S];S[while b do SJ, idstate)




Klauzula dla while:

S[while b do S] = cond(B[b], S[S];S[while b do SJ, idstate)

nie jest kompozycjonalna!
, Definiujemy™:

727 S[while b do S] = (..., S[while b do S],...) ?7?

Niezbedne sg definicje statopunktowe




Potencjalne problemy z definicjami statopunktowymi

Rozwazmy definicje statopunktowe w STMT = State — State, jak na przyktad

’ S[while b do S] = &(....,S[while b do S],...) ‘

e Czy zawsze istnieje punkt staty?

f = As:State.iftestate(f(5) nieokreslone, s, f(s)[var — (f(s) var) + 1])

Mozna uzywac tylko niektérych &

e Czy jedli istnieje punkt staty, to jest on jedyny?
f = As:State.f(s)[var — 2« (f(s) var)]

(czy nawet: f = As:State.f(s))

Trzeba wybrac ,,najlepszy” punkt staty




Ku definicjom statopunktowym

Przyjrzyjmy sie klauzuli dla while:

S[while b do S] = &(S[while b do S])

gdzie ®: STMT — STMT jest nastepujace:
®(F) = cond(B[b], S[S]:F, idstate)

Musimy wybra¢ punkt staty, ktéry bedzie zgodny z naszymi intuicjami
operacyjnymi. Potrzebujemy denotacji fix(®) € STMT, ktéra jest punktem
statym & (tak aby ®(fix(P)) = fix(P)) i ktéra jest zgodna z semantyka
operacyjna while, czyli takiej, aby

(while bdo S,s) =* s’ wttw fix(®)s =5




Witasciwy wybér!

Przypusmy, ze taka zgodno$¢ semantyk zachodzi dla S, tzn.,
(S,s) =" s wttw S[S]s=75".
Whasciwy wybér:

(while b do S,s) =* s’ wttw dla pewnego n > 0, " (Dstate—state) S = 5’

gdzie Pstate—state: State — State jest funkcja nigdzie niezdefiniowang oraz
¢O(®StateAState) - Q)StateAState i ¢"+1(®State4\5tate) - ¢(¢n(®5tateAState))-
Dowéd: za chwile.

Whiosek

S[while b do S] = fix(®) = U, " (Dstate—state)

Jest to poprawna definicja dajaca najmniejszy punkt staty &.



(rt +1)2 A rt> < n} sqr < n do rt::rt+1;sqr::sqr+2*rt+1‘

‘ while {sqr

‘ ®(F) = cond(B[sqr < n], S[rt:=rt + 1;sqr :=sqr + 2 * rt + 1]|;F, idstate) ‘
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, =" Przez indukcje po dtugosci obliczenia (while b do S,s) = 5.
k > 0: Wéwczas (while bdo S,s) = v =*"1s'. W zaleznosci od
pierwszego kroku:
o B[b]s="ffi~vy=s. Wtedy s' =5 i ®(Dstate—state) s = 5. OK
o B[b] s = tt oraz v = (S;while b do S,s) =+~ 5'. Wtedy
(S,s) =" 5 i (while b do S,8) =" 5, dla pewnego § € State i
ki,ko >0z ki + ko = k — 1. Zatem, S[S] s = § oraz
" (Dstate—state) § = s’ dla pewnego n > 0. Zatem,
¢n+1(®5tate—\5tate) s = Sl- OK

Na marginesie: Dowdd wymaga jedynie ’ (S,5) =*s' = S[S]s=+




, <=": Przez indukcje po n > 0 przyjmujac, ze ®"(Pstate—State) S = 5.
n > 0: Woéwczas
q>n(QStateAState) s = COnd(B'[b]l, Sﬂs]l;¢n71(05tate45tate)7 idState) S.
o B[b] s = ff: wtedy ®"(Dstate—state) S = s, wiec s’ = s, a takze
(while bdo S,s) = 5. OK
e B[b] s = tt: wéwczas
d)n(@State—\State) S = d>nil(Q)State—\State) (S[[S]] 5)- Zatem,
(while b do S, S[S] s) =" s’, a poniewaz (S,s) =" (S[S] s),
otrzymujemy (while b do S,s) = (S;while b do S,s) =*
(while b do S, S[S] s) =*s". OK

Na marginesie: Dowdd wymaga jedynie ’ (S,s) =*s' <= §[S]s=+




Zgodno$¢ semantyki denotacyjnej

Twierdzenie:

Dla kazdej instrukcji S € Stmt i standéw s, s’ € State,

S[S]s=s" wttw (S,s) =* ¢

Dowdd:

~—": Przez indukcje strukturalng po S.
,<=": Przez indukcje po dtugosci obliczenia (S,s) =* s’



Bloki i deklaracje

Przyjrzyjmy sie teraz deklaracjom zmiennych:

TNy ™

S € Stmt ::= ... | begin Dy S end
Dy € VDecl ::=var x; Dy | €




Zmienne odgrywaja dwie role:
— identyfikatoréw — tak uzywa sie ich w programach
— nazw komérek pamieci, w ktérych przechowuje sie warto$ci

Aby te role oddzieli¢, nalezy zmieni¢ strukture dziedzin semantycznych.

Int={0,1,-1,2,-2,...},

Rozdzielamy stany na Bool = {tt,ff}
Srodowiska i skfady VEnv = Var — (Loc + {7?})

Store = Loc — (Int + {77})

combine: VEnv x Store — State
= . n
(comblne(pv,s) = Ax:Var.s(pv(x))
\Niedok’(adnie, ale w zasadzie dobrze)




Funkcje semantyczne

N: Num — Int
&: Exp — VEnv — Store — (Int + {7?})

EXP
B: BExp — VEnv — Store — (Bool + {7?})

BEXP

a nastepnie na przyktad

E[x] = Apv:VEnv.\s:Store.ifte(py x = 77, 72, ifte(s (pv x) = 77, 77, s (pv x)))
Eler + e] = Apv:VEnv.\s:Store.ifte(Efei] pv s =77, 72,

Wealada st - ifte(E]e] pvs =7, 72,
yglada strasznie!
(A czyta sie to jeszcze gorzej !) Elad pv s+ <Ele] pv s))




e usuwamy (przenosimy) lambda abstrakcje
e stosujemy notacje z where, let, jawnymi wyrazeniami if-then itp.
e zaktadamy, ze btedy 77 propaguja sie

Woéwczas:

Elx] pv s =s ! where | = py x
Eler + e] pv s = n + np where ny = Efer] pv s, m = E[ex] pv s

Stosujac combine, opisz zwigzek z poprzednia semantyka

Zapisz wszystkie pozostate klauzule dla &€ i B.
yraz ich doktadne znaczenie,
rozwijajac wszystkie uzyte pojecia.




Instrukcje

Mozna pracowa¢ z ,,duzymi stanami”

S: Stmt — VEnv x Store — (VEnv X Store + {77})

STMT

ALE:

Instrukcje nie zmieniaja Srodowiska!

Zatem:

S: Stmt — VEnv — Store — (Store + {77})

STMT




Klauzule semantyczne

S[x:=¢€] pv s =s[l — n] where | = py x,n=E[e] pv s
S[skip] pv s =s
S[S1; S2] pv s = S[S2] pv 51 where sy = S[S1] pv s
S[if b then S else S;] py s = let v = B[b] pv s in
if v =tt then Sﬁ[slﬂ pv s

if v =ff then S[S:] pv s
S[while b do S] pv s =let v = B[[b] pv s in
if v=1F thens

if v = tt then S[while b do S] pv s’
where s' = S[S] pv s

Stosujac combine, opisz zwigzek z poprzednia semantyka




Bardziej zwarta wersja

Przy zatozeniu propagacji btedéw 77 przy sktadaniu funkcji ze Store w
Store + {7?}:

Slx:=€] pvs=s[l — n] where | = pv x,n=E[e] pv s
SIISkIP]I pv = idstore
S[S1: S pv = S[S1] pvi 5|[52]| pv
S[if b then S; else S:] pv
cond(B[b] pv, SI[51]I pv. SIS0 pv)
S[while b do S] pv
cond(B[b] pv,SI[S]] pv;S[while b do S] pv, idstore)

(Brakujqca klauzula dla blokéw za chwilc;)




Deklaracje zmieniaja srodowiska

Dyv: VDecl — VEnv — Store — (VEnv X Store + {7?})

VDECL

Dy[e] pv s = (pv,s)
Dvlvar x; Dv] pv s = Dv[Dv] py s’
where | = newloc(s),
Py = pvix = I],s" = s[l— 7]

Problem: Chcemy, aby newloc: Store — Loc dawata w wyniku nowa, ,wolng”
lokacje. Nie da sie tego zdefiniowaé za pomoca dotychczasowych pojec.
Rozwigzanie: potrzebujemy wiecej informacji w sktadach, za pomoca ktérych
okreslimy uzywane i wolne lokacje.



Proste rozwiazanie

Przyjmijmy:

Loc={0,1,2,...}

Do kazdego sktadu wprowadzamy wskaznik na kolejng nieuzywanga lokacje:

Store = (Loc + {next}) — (Int + {77})

Klauzule semantyczne wygladaja teraz tak:

Dvlel pv s = (pv,s)
Dy|var x; Dv] pv s = Dv[Dv] py s’
where | = s next, py, = pv[x — 1],
s’ =s[l+— 7 next — | +1]




Semantyka blokow

’ S[begin Dy S end] pv s = S[S] p}, s" where (p\,s’) = Dv[Dv] pv s ‘

Zakresem deklaracji jest blok, w ktérym ona wystepuje
z wyjatkiem blokdéw, w ktdrych ta sama zmienna jest
ponownie deklarowana

Na przyktad zmienne w programie
begin var y;var x x:=1;begin var x y:=2;x:=5 end; y :=x end
mozna w nastepujacy sposéb zwigzaé z ich deklaracjami:

begin ;:: 1; begin ::2;::5end;::end



TNy

SeStmt::=...|begin Dy Dp S end | call p
Dy € VDecl ::=var x; Dy | ¢
Dp € PDecl ::= proc pis (S); Dp |

e wiazanie zmiennych globalnych

e rekurencja



Wiazanie zmiennych globalnych

Wiazanie statyczne Wiazanie dynamiczne
begin var y; begin var y;
proc pis (| x|:=1); proc p is
begin ; begin | var
=3; x
call p; call p;
y=[x] Y=

end end




Dziedziny i funkcje semantyczne

Wiazanie dynamiczne

PEnv = IDE — (PROC, + {7?})
PROC, = VEnv — PEnv — Store — (Store + {7?})

S: Stmt — VEnv — PEnv — Store — (Store + {7?})

STMT
Dp: PDecl — PEnv — (PEnv + {77})

PDECL




Klauzule semantyczne

S[x:=¢€] pv pp s = s[l — n] where | = py x,n=E[e] pv s
S[skip] pv pp = idstore
S[S1; S2] pv pp = S[Si] pv peiS[S2] v PP
S[if b then S else S:] pv pp =

cond(B[b] pv, S[S:] pv pp, S[S2]l v pP)
S[while b do S] pv pp =

cond(B[b] pv,S[S] pv pe;S[while b do S] pv pp, idstore)
’SIICEI" p]] pv pp = Pp\/ PP where P = PP p‘
S[begin Dy Dp S end] pv pp s =

SIS1 pv Pl s where (py,s') = Dv[Dv] pv s, pp = Dr[Dp] pp
Dple] = ideeny
Delproc p is (S): D] pp = De[Dr] pelp = SIS




begin var x;
proc NO is (if 101 < x then x:=x — 10
else (x:=x + 11; call NO; call NO) );
x :=1543345;
call NO
end




Dziedziny i funkcje semantyczne

Wiazanie statyczne

PEnv = IDE — (PROC, + {7?})
PROC, = Store — (Store + {77})

S: Stmt — VEnv — PEnv — Store — (Store + {7?})

STMT
Dp: PDecl — VEnv — PEnv — (PEnv + {77})

PDECL




Klauzule semantyczne

S[x:=e€] pv pp s = s[l — n] where | = py x,n = E[e] pv s
S[skip] pv pp = idstore
S[S1: Sa] pv pp = S[S1] pv ppiS[S2] pv pp
Sﬂif b then S; else 52]] pv pp =

cond(B[b] pv, S[S:] pv pe, S[S2]l v pP)
S[while b do S] pv pp =

cond(B[b] pv,S[S] pv pe;S[while b do S] pv pp, idstore)
’S[call p]l pv pp = P where P = pp p‘
S[begin Dy Dp S end] pv pp s =

SISl pv pp s where (py,s") = Dv[Dv] pv s, pp = Dr[De] pv pp
Dple] pv = idpeny

De[proc p is (S): D] pv pp =
Dr[Dp] pv pplp — P] where P = S[S] pv pplp — P]




Przekazywanie parame-
trow:

e przez wartosc C( Zaktadamy wigzanie statyczne )

® przez zmienna

® przez nazweg

S e Stmt::=... | begin Dy Dp S end
| call p | call p(vr x) | call p(vl €) | call p(nm )
Dy € VDecl ::=var x; Dy | €
Dp € PDecl ::= proc p is (S); Dp | proc p(vr x) is (S); Dp
| proc p(vl x) is (S); Dp | proc p(nm x) is (S); Dp
| e




Dziedziny semantyczne

PEnv = IDE — (PROC, + PROCY" + PROCY + PROC]™ + {7?})
PROC, = Store — (Store + {77})

PROCY" = Loc — PROC,

PROCY = Int — PROC,

PROCI™ = (Store — (Int + {7?})) — PROC,




Funkcje semantyczne

Jak poprzednio:

S: Stmt — VEnv — PEnv — Store — (Store + {77})

STMT
Dp: PDecl — VEnv — PEnv — (PEnv + {7?})

PDECL




Klazule semantyczne

bez parametréw

S[call p] pv pp = P where P = pp p

De[proc pis (S); D] pv pp =
Dr[Dp] pv pelp — P] where P = S[S] pv pplp — P]




Parametr przekazywany przez zmienna

S[call p(vr x)] pv pp = P | where P = pp p € PROCY", | = py x
Deplproc p(vr x) is (S); De] pv
Dp[Dp] pv prlp +— P] Where P I=S[S] pvix — N pplp — P]




‘ Parametr przekazywany przez wartos¢

S[call p(vl e)] pv pps =
P ns where P = ppp e PROCY, n=E[e] pvs

Dp[proc p(vl

x) is (S); Del pv pp =

Dp[De] pv pelp — P] where
Pns=S8 ]]pvpp[p»—> Pl s’ where

I =snext, py = pv[x 1], s =s[l — n, next — [ +1]




Parametr przekazywany przez nazwe

S[call p(nm €)] pv pp = P (E]€] pv) where P = pp p € PROC]™

Dp[proc p(nm x) is (S); De] pv pp =
Dp[De] pv pplp +— P] where P E = S[[S] pv[x — E] pp[p — P]

OOOPS! ‘ pv[x — E] € VEnv ‘ ‘ Trzeba poprawic! ‘

] VEnv = Var — (Loc + (Store — (Int + {72})) + {7} \

Ellx s=letv=py xinif v € Loc then sv
b v Py if v € (Store — (Int + {7?})) then vs

Opisuje to wyliczanie parametréw przekazywanych przez nazwe,
ale ‘nie przypisania na zmienne przekazywane w taki sposéb




Wejscie/wyjscie

‘ Tiny T+ ‘

’SeStmt:::...|readx|writee‘




Dziedziny semantyczne

Stream = Int x Stream + {eof}
Input = Stream

Output = Stream
State = Store X Input x Output

Wihasciwie:

‘ Stream = (Int ®, Stream) & {eof} | ‘
gdzie:

D@ D' =DeD,




Funkcje semantyczne

&: Exp — VEnv — State — (Int + {77})

EXP
B: BExp — VEnv — State — (Bool + {77})

BEXP

Trzeba zmieni¢ tylko jedna klauzule:

ElxT pv (s,i,0) = s | where | = py x




Semantyka instrukcji

S: Stmt — VEnv — PEnv — State — (State + {7?})

STMT

| znéw tylko jedna klauzula wymaga zmian:

Slx:=¢€] pv pp (s,i,0) = (s[/ — n], i, 0)
where | = py x,n = E[€e] pv (s, i, 0)

(plus podobna zmiana w Dy[var x; Dv] ... =...) i dwie klauzule do dodania:

Slread x] pv pp (s, i,0) = (s[l — n],i’, 0) where | = py x,(n,i') =i
S[write €] pv pp (s,i,0) = (s,i,{n,0)) where n = E[e] pv (s, i,0)

Grzyjmujemy, ze|(n,i’y =i |generuje 77 gdy i = eoD




Nowa dziedzina sktadniowa:

Prog ::= prog S

z oczywista funkcja semantyczna:

P: Prog — Input — (Output + {77})

PROG

okredlona nastepujaco:

Plprog S] i = o where S[S] p% pb (s°,i,eof) = (s, i, 0"),
p%x: ??,p%p: ??,50 next = 0,50/: ”




Zmiana filozofii

Czy chcemy dopuscié, by instrukcje zerowaty wyjscie?

Z: | Co sie dzieje teraz?

Na: Jaki bedzie wynik koricowy?




Semantyka bezposrednia a semantyka kontynuacyjna

begin ... ; ... ; ... end

Sl SL.1_ SI.. , , "
s0 b si ol sj L o s ~wynik koAcowy

begin... ; ... ; ...end
/{,/ D ARSI ”Wynik koﬁcowy”
SI...
<[—]/§i AN AN ”Wynik koﬁcowy”
S[...1 . . . "
— Rj s> wynik koncowy

<[—]/-c@ : ~~>  wynik koncowy




Kontynuacje

Cont = State — Ans

Teraz:
e stany nie zawieraja wyjscia
e odpowiedzi s3 wyjsciem (lub btedami)
e tak wygladaja kontynuacje instrukcji; semantyke instrukcji definiuje sie tak:

S: Stmt — VEnv — PEnv — Cont — Cont

STMT

Czyli:| STMT = VEnv — PEnv — Cont — State — Ans




Kontynuacje wyrazen i deklaracji

e kontynuacje dla innych kategorii sktadniowych moga by¢ dodatkowo
parametryzowane:

— wyrazenia przekazujg wartosci, wigc

Contg = Int — State — Ans
Contg = Bool — State — Ans

— deklaracje przekazuja $rodowiska, wiec

Contp,, = VEnv — State — Ans
Contp, = PEnv — State — Ans




NeNum:=:=0|1|2]---

x € Var=---

p€IDE :=--

eGExp:':N|X|e1+ez|E1*ez|el e

b € BExp ::=true |false | &1 < & | =b' | b1 A by

S e Stmt = x:=e|skip | 51; S | if b then S else Sﬂwhilebdo s’

begin Dy Dp S end | call p | call p(vr x
read x | write e

Dy € VDecl ::=var x; Dy | ¢
Dp € PDecl ::= proc p is (S); Dp | proc p(vr x) is (S); Dp | €
Prog ::= prog S




Dziedziny semantyczne

Input = Int X Input + {eof}
Int = ... State = Store x Input
Bool =... Output = Int X Output + {eof, 7?7}
Loc=...
Store = ...
VEnv = ... Cont = State — Output

Contg = Int — Cont

Contg = Bool — Cont
Contp,, = VEnv — Cont
Contp, = PEnv — Cont

PROC; = Cont — Cont
PROCY = Loc — PROC,
PEnv =
IDE — (PROGC, + PROCY" + {7?})




Funkcje semantyczne

£: Exp — VEnv — Contg — Cont

EXP
B: BExp — VEnv — Contg — Cont

BEXP
S: Stmt — VEnv — PEnv — Cont — Cont
STMT
Dy : VDecl — VEnv — Contp,, — Cont

VDECL
Dp: PDecl -+ VEnv — PEnv — Contp, — Cont

PDECL
P: Prog — Input — Qutput
S

PROG




Przyktadowe klauzule semantyczne

Plprog 5] i = S[S] Pv PP ’f ( ?) i)
Programy: where py, x = 77,p p= s = eof,

s? next:O,s /=7

Deklaracje:

Delel pv pp kp = kP pp
Dplproc pis (S); Dp] pv pp =

Dp[De] pv pelp — P] where P = S[S] pv pelp — P]
Dv[var X; Dv]] pv Ky (s,0) =

Dv[D V]I py kv (s',i where | = s next, py = pvix — 1],
s’ —s[/r—>77 next — | + 1]

Tak naprawde nie uzyto tu kontynuacji, ale’

klauzule mozna napisa¢ w bardziej
standardowym stylu kontynuacyjnym




Przyktadowe klauzule semantyczne

Elx] pv ke = (s, i):State.kg n (s.i) where | = py x,.n =51/
to oznacza: 77 jesli py x =77 lub s | = 77)

Wyrazenia: Eler + e] pv &
€|[e1 pv )\n1 |I’lt EIIGQ]] pv An:Int.kg (n1 —+ n

B|[true]] pv kB = K tt
s : : Ble < &] pv k8 =
Wyrazenia logiczne: e pv Am:Int.E[e:] pv Anz:nt.
kg ifte(ny < no, tt, fF)

bez komentarza?



Instrukcje

Slx:=¢€] pv pp £ = E[€] pv (An:Int.X(s, i):State.x (s[l — n],i))
where | = py x

SIISkip]] pPv pp = idcont
S[S1: Sl pv pp K = S[S1] pv pp (S[S2] pv pp K)
S[lif b then S; else S:] pv pp £ =

B[b] pv Av:Bool. lfte(v S[S:] pv pp &, S[S2] pv pp K)
S[while b do S] pv

B[b] pv Av: Bool /fte(v S[S] pv pp (S[while b do S] pv pp k), k)
S[call p] pv pp = P where P = pp p
S[call p(vr x)] pv pp = P | where P = pp p € PROCY', | = py x
S[read x] pv pp £ (s, i) = & (s[l — n], ") where | = py x,{(n,i") =i
S[write €] pv pp k = E[e] pv An:Int.\(s, i):State.(n, (s, i))




S[begin Dy Dp S end] pv pp k =
Dv[Dv] pv Ap\:VEnv.Dp[De] p\ pp A\pp:PEnv.S[S] py pp &

WydzieliliSmy te klauzule, bo zaraz dodamy skoki. . .



S e Stmt ::

...|L:S|goto L
LeLAB := ...

e Etykiety sa widoczne wewnatrz bloku, w ktérym zostaty zadeklarowane

o Nie zezwalamy na skoki do bloku, cho¢ skoki do innych instrukcji sa
dozwolone



Semantyka — szkic

e Jeszcze jedno Srodowisko:

LEnv = LAB — (Cont + {7?})

e Dodajemy je jako dodatkowy parametr dla odpowiednich funkcji
semantycznych:

S: Stmt — VEnv — PEnv — LEnv — Cont — Cont

STMT
Dp: PDecl -+ VEnv — PEnv — LEnv — Contp, — Cont

PDECL

e Klauzule semantyczne dla deklaracji i instrukcji w ,,starej” postaci maja
dodatkowy parametr, ktéry jedynie przekazuja w ,,dét”; semantyka dla
programéw wprowadza $rodowisko etykiet nie zawierajace zadnej etykiety.




Skoki — szkic semantyki cd.

e Dodajemy semantyke dla instrukcji przypominajaca te dla deklaracji:

Ds: Stmt — VEnv — PEnv — LEnv — Cont — LEnv

e z kilkowa tatwymi klauzulami:

Dslx:=e€] pv pp pL k = pL

i podobnie dla skip, call p, call p(vr x), read x, write e oraz goto L,
gdzie nie wprowadza sie zadnych widocznych etykiet. O dziwo takze:

D5|[begin D\/ DP S end]l PV PP PLK = PL




Skoki — szkic semantyki cd.

e | teraz kilka nie tak catkiem oczywistych klauzul:

Ds[S1; S2] pv pp pr & =

Ds[S1] pv pp pu (S[S2] pv pe pr ) + Ds[S2] pv pp pL &
D5|[|f b then S; else S;] pv pp pL k =

Ds[S1] pv pp pr &+ D5|[52]| pv PP pLE

Ds[while b do S] pv pp

Ds[S] pv pe pL (S|[whlle b do S| pv pp pL K)
Ds[[L:S] py pp pr & =

(Ds[Sh pv pp pu K)IL = S[S] pv pp pu K]

Trzeba jeszcze wyjasénic ,,uaktualnianie”:

iedlip) L=7
(pL+pz)L={”fL Jeslipp L =7

pL jeslip L#T

cdn.




Skoki — szkic semantyki cd.

e Na koniec dodajemy kilka klauzul do (zwyktej) semantyki instrukcji
etykietowanych, skokéw (teraz oczywiste) i blokéw — do$¢ skomplikowane:

S[L:S] = S[S]
Sligoto L] pv pp pL & = ki where k. = p; L
S[begin Dy Dp S end] pv pp pL &k =
Dv|[Dv] pv )\pv VEnv, Dp|[Dp]| pv PP PL APPp: PEnv
Sl oy b pi K where p = Ds[[S] p\ pp (pL + pL) K

.. nie do korica dobrze?
e trzeba sprawdzi¢, ze etykiety danego bloku nie powtarzaj3 sie

e etykiety danego bloku powinny by¢ widoczne w deklaracjach procedur w
tym bloku

e wszystkie zewnetrzne etykiety musza zostaé zwigzane z |

(wymaga wiecej uwagi przy uaktualnianiu!)




»Semantyka standardowa”

e kontynuacje (w celu obstugi réznego rodzajéw skokéw i uproszczenia
notacji)

e uwazna klasyfikacja réznych dziedzin wartosci (wartosci przypisywalne,
sktadowalne, wyjsciowe, domkniecia itd.) z odpowiadajaca im semantyka
wyrazen (réznych rodzajéw)

e dziedziny Scotta i réwnania dziedzinowe

e jedynie funkcje ciagte (( . juz wkrotce .. ))




Czesciowe porzadki zupetne

Czesciowy porzadek zupetny, cpo:

' D=(DC.L)

e L C D x D jest porzadkiem czesciowym na D takim, ze kazdy przeliczalny
fahcuch dg T di C ... E d; C ... ma kres gérny |_|l.>0 diw D

e | € D jest najmniejszym elementem w sensie porzadku L.

Na marginesie: Réwnowaznie: wszystkie przeliczalne skierowane podzbiory D
maja kresy gérne w D. (A C D is skierowany jesli dla kazdych x,y € A istnieje
d € A spetniajacy x CdiyCd.)

Na marginesie: Wymaganie, aby wszystkie tancuchy miaty kresy gérne w D nie
jest réwnowazne (C C D jest faricuchem jesli dla wszystkich x,y € C, x C y
lub y C x.)

Jednak Zzadanie aby wszystkie przeliczalne tancuchy miaty kresy gérne w D jest
réwnowazne.



Przyktady

| Przyktady | Kontrprzyktady | Komentarze |

(P(X), <, 0) (Phin(X), C,0) | P(X) to zbiér wszystkich podzbioréw X,
a Pfin(X) to zbiér wszystkich skoniczonych
podzbioréw X

(X —=Y,C,0x_y) | (X = Y,C,777) | zbiory funkcji czesciowych i catkowitych

Nat>, <, 0 Nat, <, 0 Nat™ = Nat Uw);

(Na <0) {Nat, <, 0) n%w,dlaﬂazdiggneNat

((RT)>, <, 0) ((QT)>°,<,0) | nieujemne liczby rzeczywiste RT

i wymierne Q* z , nieskoficzonoécia”

((RT)S2,<,0) ((QT)S2,<,0) |ich ograniczone wersje

(ASY, L) (A*,C,e) ASYW = A* U A¥ ( sﬁo one i nleskonczone

napis e&mentac J4Z E
pusty &‘3 Jest porzadkiem grefl sowym




Funkcje ciagte

Niech D= (D,C, 1) i D' = (D’,C’, L'} beda cpo. Funkcja f: D — D’ jest
y =) y= €dq ¢p ) J

e monotoniczna, jesli zachowuje porzadek, tzn., dla kazdych di,d>» € D,

\ dh T d» implikuje f(ch) T’ f(db) \

e ciagfa, jesli zachowuje kresy gérne wszystkich przeliczalnych tancuchéw,
tzn., dla kazdego tancucha dp T di C --- w D,

f(l_li>o di) = |_|i>o f(di)
e rzetelna, jesli zachowuje najmniejszy element, tzn.,

Na marginesie: Funkcje ciagte s3 monotoniczne; nie musza by¢ rzetelne.
Na marginesie: Funkcje monotoniczne nie musza by¢ ciagte.




Topologia

Niech D = (D, C, 1) bedzie cpo. Méwimy, ze zbiér X C D jest otwarty jesli
—jeSlidieXidiCdtodr € X
— jedlido E dh C --- jest taki, ze |_|l.>0 di € X, to dla pewnego i > 0, d; € X.
Powyzsza definicja wprowadza topologie na D:
— 0 i D sa otwarte
— przeciecie dwéch zbioréw otwartych jest otwarte
— suma dowolnej rodziny zbioréw otwartych jest otwarta
Dla danych cpo D = (D,C, 1) i D' = (D', C’, 1'), funkcja f: D — D’ jest
ciagta wtedy i tylko wtedy gdy jest ciagta w sensie topologicznym, czyli, dla

dowolnego X’ C D’ otwartego w D', jego przeciwobraz wzgledem f,
f~Y(X’') C D, jest otwarty w D.



Wiecej intuicji?

‘ Teoria informacji ‘

Traktujemy cpo D = (D,C, 1) jako ,przestrzer informacji”.

— jesli di £ d» to d> reprezentuje ,wiecej informacji” niz di; L oznacza
»brak informacji”

— zbiory skierowane reprezentuja spdjne zbiory ,,fragmentéw informacji”, a
kres gorny takiego zbioru reprezentuje ,informacje”, ktérag mozna
otrzymacé z ,informacji” w tym zbiorze

— funkcja jest monotoniczna, jeéli zawsze dostajac wieceji

dostarcza wiecej informacji bardzo nieformalnie

— funkcja jest ciaggta jesli traktuje informacje , fragment po fragmencie”

Dla zbioru elementéw X, rozwazmy cpo (P(X), 2, X) ztozone z ,informacji”
o elementach z X (zbiér I C X reprezentuje wtasnos¢ — informacje — ktéra
zachodzi dla wszystkich elementéw z [ i tylko dla nich)




Najlepsza intuicja?

Funkcje czesciowe
’ <X4\ y7g7@X—‘Y> ‘

— Dx—y nie jest nigdzie okreslona

— dla danych dwéch funkcji czeSciowych f,g: X = Y, f C g, jeéli g nie jest
okreslona mniej niz f, a gdy f jest okreslona, to g daje ten sam wynik

— dla danego zbioru skierowanego funkgji czeéciowych F C X — Y, zadne
dwie funkcje z F nie daja réznych wynikéw dla pewnego argumentu;
zatem | |F = | J F, ktéra jest funkcja czeSciowgq w X — Y

— funkcja F: (X = Y) — (X’ — Y) jest ciagta, jesli F(f)(x') (dla
f: X =Y ix" €X’') zalezy jedynie od skoAczonej liczby aplikacji f do
argumentéw w X. Typowe funkcje nieciagte to:

sprawdzanie okreslonosci, badanie nieskonczenie nieformalnie !

wielu wartosci, . ..



Twierdzenie o punkcie statym

Twierdzenie:

Niech D = (D,C, 1) bedzie cpo, a f: D — D funkcja ciagta. Istnieje
najmniejszy punkt staty fix(f) € D funkcji f, czyli istnieje fix(f) € D taki ze:

o f(fix(f)) = fix(f)
e jesli f(d) = d dla pewnego d € D to fix(f) C d

Dowaéd:
Zdefiniujmy f°(L) = L oraz f(L) = f(f'(L)) dla i > 0. Otrzymujemy
tancuch:
F(L)E (L) T CFA(L)C AL C
Wezmy:

fix(f) = Lz (1)

o f(fix(f)) = t‘(|_|’.>0 (LN=1u |_|,>o fF(F(L) = |_|,>0 fi(L) = fix(f)
e Przypuéémy, ze f(d) = d dla pewnego d € D; wéwczas /(L) C d for
i > 0. Zatem fix(f) = |_|>Of(J_)Ed



Techniki dowodowe

Niech D = (D, C, 1) bedzie cpo, a f: D — D funkgcja ciagta.

Fakt:
Dla kazdego d € D, jesli f(d) C d to fix(f) C d.

‘ Indukcja statopunktowa

Whtasnoé¢ P C D jest dopuszczalna jesli jest zachowywana przez kresy gérne
wszystkich przeliczalnych tancuchéw: dla kazdego tancucha do E di C - - -, jesli
d; € P dla kazdego i > 0 to takze |_|i>0 di € Poraz 1L € P.

Fakt:

Dla kazdej wtasnosci dopuszczalnej P C D, ktéra jest domknieta na f (czyli:
jeslid € P to f(d) € P)

‘ fix(f) € P ‘




Przypomnijmy (bezposrednia) semantyke while:
S[while b do S] = fix(®)

gdzie &: STMT — STMT jest zadane przez
¢(F) = COHd(BIIb]],SI[S]];F, idState)-

Czy STMT jest cpo?
Czy & jest ciggta?

W tym przypadku mozna fatwo sprawdzié, ze rzeczywiscie
(STMT, C, Dstate—state) jest cpo i @: STMT — STMT jest ciagta.

Ale: nie chcemy sprawdza¢ takich wtasnosci zawsze,
gdy chcemy podaé definicje statopunktowsa!




Konstruktory dziedzin

Dziedziny podstawowe

Dla kazdego zbioru X, X1 = (X.,C, L) jest pfaskim cpo, gdzie

XL =XU{L}, L jest nowym elementem, L C x dla kazdego x € X, a poza
tym C jest trywialna.

{*}L: Bool :

tt\ J_ /ff

Int :




Dla dowolnych cpo D1 = (D1, T, L1) i Do = (D5, 5y, Lo):

Produkt

Produktem D1 i D» jest nastepujacy cpo:
D1 X Dz = <D1 X Dz, E, <J_1,J_2>>

przy czym dla kazdych di, d{ € Dids, dé € D, <d1, d2> [ <d{, d£> jesli
diCid]idC,d.

‘ Suma ‘

Suma roztaczna D1 i D jest nastepujacy cpo: \ 1 /

Dy + D = (D1 x {1}) U (D2 x {2}) U {1},C, 1)

przy czym dla di,d; € D1, (d1,1) C (d;,1) jeéli di C1 dj, dla d, d; € D,
<d272> C <d2/,2> jeéli d> [ d2/, orazdlady € Dy, d» € Dy, L C <d1,1> i
1 C{(d),2).



Dla unikniecia proliferacji ,,pinezek”:

Produkt sptaszczony

Produktem sptaszczonym D; i D; jest nastepujacy cpo:
D1 ®D: = (D1 \ {L1}) x (D2 \ {La}) U{L},C, L)

przy czym dla wszytkich di,d; € D1 \ {11} oraz do,d; € D> \ { L2},
(dh,dr) C <d{, dﬁ) jedlidi C1d i do Cods, oraz L C (d, o).

Suma sptaszczona K\ /%
1

Suma sptaszczong D; i Dy jest nastepujacy cpo:

D1 ® D2 = (D1 \ {L1}) x {1H U ((D2\ {L2}) x {2}) U{L},E, L)

przy czym dla wszystkich di,d; € D1\ {1}, {di,1) C {(di,1) jesli di C1 d, dla
da, d2/ € D, \ {J_z}, <d2,2> C <d£,2> jesli dr Ep dé, oraz L C (dl, 1) i
LT (dh,2).



Przestrzenie funkgcji

Przestrzen funkcji ciagtych z D1 w D> to nastepujacy cpo:
[D1 — D2] = ([Dr — Do), C, 1)
przy czym
— [D1 — Ds] jest zbiorem wszystkich ciagtych funkcji z D1 w D

— dla funkcji f,g: Dy — D, f C g jesli dla kazdego di € D1, f(di) E2 g(dh)
— 1(di) = L, dla kazdego d; € D;.

C nie zalezy od porzadku w D;

Dla dowolnego zbioru X, przestrzenia funkcji z X w D> jest nastepujacy cpo:
(X — D2) = <X — D2,E,J.>

gdzie X — D- jest zbiorem funkcji (catkowitych) z X w D> uporzadkowanych
przez relacje C zdefiniowana powyzej.



Izomorfizm dziedzin

Dwa cpo D1 i Dy s3 izomorficzne

D; = D,

jesli istnieje bijekcja miedzy D1 a D, ktéra zachowuje i odbija porzadki.

Bool, = {+}. @ {*}.
<X - YagaQXAY> = <X — YJ_,E7J->

Przyktady:

Dziedziny semantyczne rozwazamy z doktadnoscia do izomorfizmu

Mozna wiec zapomnieé g
(warto$ciach logicznych i
funkcjach czesciowych !

@Trudniej zapomniec¢ o liczbach naturalnych))




Konstruowanie funkgji ciagtych

e Kazda funkcja stata jest ciagta
e Uzywane do tej pory funkcje czesciowe na zbiorach mozna zastapié przez
(rzetelne) funkcje ciagte miedzy dziedzinami ptaskimi, np., naciagajac
nieco notacje:
— iftep € [Bool; X D x D — D] mozna okredli¢ tak:

. iftep(c,d,d’) jedlic# L
iftep(c, d, d') = {J_DD( ) jeéli c z 1

— _+_€[Inty X Int — Int;] mozna zdefiniowaé jako:

,  [n+n" jeslinZLin #L
”+”*{L jedlin= 1 lubn' = L



Dalsze konstrukcje

e zfozenie funkgcji: _;_ € [[D1 — D3] x [D2 — D3] — [D1 — D3]], tzn.:
— ztozenie funkgji ciagtych jest ciagte
— funkcja ztozenia jest ciagta
e indeksowanie:
liftt € [D1 x ... x D, = D] = [[I = D1] x ... x [I = D,] = [I = D]]],
tzn.:
— indeksowanie funkcji ciggtej daje funkcje ciagta
— funkcja indeksowania jest ciagta
e Wezmy dowolna funkcje f: D1 X ... X D, — D. f jest funkcja ciagta z
dziedziny produktowej D1 X ... x D, w D wtedy i tylko wtedy, gdy jest
ciagta wzgledem kazdego argumentu z osobna
— uzasadnia to stosowania lambda notacji do tworzenia funkcji ciggtych:
Ae[[DpxD; x...xDy,—D]—[Dy x...xD,— [Dg— D]]]



e zastosowanie funkcji ciagtej jest ciagte; _(_) € [[D1 — D2] x D1 — D3]

e rzuty: m € [D1 X D2 — D1] i m2 € [D1 x D2 — D5

e (dwuargumentowa funkcja tworzenia par jest ciagta, tylko jak to zapisac?)
e wilozenia: 1; € [D; — D; + D2] oraz ¢, € [D; — D; + D],

e sprawdzanie przynaleznosci do dziedziny: is_in; € [D1 + D, — Bool ]
oraz is_inz € [D1 + D2 — Bool,]

e parowanie funkgcji: (_, _): [[D — D] x [D — D2] — [D — D1 x D7]],
gdziedla f € [D — Di1] i g € [D — Dy, (f,g) = Ad:D.(f(d), g(d)).
e sumowanie funkgji: [, _]: [[D1 — D] x [D2 — D] — [D1 + D2 — D]],
gdzie dla f € [D; — D] i g € [D2 — D],
[f, gl(d) = iftep(is_in:(d), f(d), g(d))



e operator najmniejszego punktu statego fix(_) € [[D — D] — D]
— najmniejszy punkt staty jest funcja ciagta na dziedzinie funkcji ciagtych
— dla D = [D; — D3], najmniejszy punkt staty funkcji ciagtej na dziedzinie
funkgji ciagtych jest funcja ciagta. ..

Nie wszystkie funkcje sa ciagfe. . .
Ale jest ich wystarczajaco duzo. . .




Réwnania statopunktowe

Elementy cpo di € D1, ..., dn € D, mozna definiowaé piszac uktady réwnan
statopunktowych:

dy = dy(dh, ..., dy)

dy = ®n(dy, ..., dn)

gdzie®; €[D1 x...x Dy, = D4, ..., ¥, € [D1 x...x D, = D).
Definiuje to {(di, ..., dn) jako najmniejszy punkt staty funkcji

(P1,...,9,) €[D1 x...x D, = D1 X...x Dy

Funkcje ciagte, uzywane w powyzszych definicjach, mozna budowa¢
wykorzystujac funkcje podstawowe i rézne omédwione juz sposoby ich taczenia.



Réwnania dziedzinowe

Int={0,1,-1,2,-2,...}1
Bool = {tt,ff},
State = Var — Int
EXP = [State — Int]
BEXP = [State — Bool]
STMT = [State — State]

Po prostu korzystamy z
omoéwionych poprzednio operacji
do tworzenia cpo

Jedli definicje dziedzin okazuja si¢ rekurencyjne
to stosujemy technike aproksymacji,
jak w przypadku elementéw dziedzin




Rekurencyjne réwnania dziedzinowe

’ Stream = A, x Stream ‘

Stream‘l) = {4 Doktadniej:
Stream” = {1 C (a1, 1)} Stream = A, ®/ Stream
Stream?® = { L C (a1, L) C (a1, (a2, 1))}

Stream” = {L C (a1, L) C (a1, {a, L)) C -+ C (a1, (a2, (..., (an, L) .. ON}

Stream =| | _ Stream”

= {J— - <317J-> - <‘317 <22,L>> E---C <31, <327 < : ’7<3"7J—> . >>>
C--(a, (@, (.., (anm (.0 .. ON}

gdzie a1, a2,...,an,... € A.



Rekurencyjne réwnania dziedzinowe

’ Stream = A, x Stream ‘

Stream‘l) = {4 Doktadniej:
Stream” = {1 C (a1, 1)} Stream = A, ®/ Stream
Stream? = {1 C (a1, L) C (a1, a2, 1)}

Stream” = {L C (a1, L) C (ay,a, LYy C - - C (a1,a,...,an, L)}

Stream =| | _ Stream” =
{J-E <31,J_> c <317327J-> c---C <317a27"'7a"aJ—> C

C---C(a,a,...,an. ..}

gdzie a1, a2,...,an,... € A.



Problemy?

Jesli definicje dziedzin okazuja sie rekurencyjne,
to stosujemy technike aproksymacji,
jak w przypadku elementéw dziedzin

Naprawde?
Nie ma probleméw?

Przypu$émy, ze chcemy wprowadzi¢ (bezparametrowe) procedury, bedace po
prostu nazwanymi instrukcjami, ktére chcemy przechowywaé w stanach i
uzywac¢ w instrukcjach wywotania procedury:

State = Var - VAL VAL = Int + PROC PROC = [State — State] ‘




Dziedziny refleksywne

Nie istnieje (nietrywialny) zbiér spetniajacy

‘D:D%D‘

Jednak kazda postaé samo-aplikacji (beztypowe parametry procedur, wiazanie
dynamiczne itp.) wymaga dziedziny semantycznej tej lub podobnej postaci.

Modele dla A-rachunku

W szczegdlnoéci sg one niezbedne jako modele dla A-rachunku, formalnego
rachunku bez typéw, gdzie kazdy term moze by¢ aplikowany do kazdego
argumentu.

Historia: semantyka jezyka ALGOL 60
Christopher Strachey, Dana Scott & wielu innych




Dobre naiwne rozwigzanie

,Naiwna” semantyka denotacyjna

e Stosujemy standardowe teoriomnogosciowe konstrukcje dziedzin.

e Nigdy nie uzywamy ,,ciezkiej” rekurencji, wystepujacej w definicji dziedziny
refleksywne;j.

e Do rozwigzywania réwnan dziedzinowych stosujemy ,,naiwne”
teoriomnogosciowe przyblizenia i sumy teoriomnogosciowe.

e Dziata to dla jezykéw z typami, z hierarchig poje¢ i dziedzin.



Rozwiazanie

Scott-eria

e Ograniczamy rozmiar dziedzin: przeliczalna baza oraz dodatkowe
techniczne ograniczenia

e Stosujemy jedynie funkcje ciagte

e Definiujemy ,dziedzing wszystkich dziedzin”, w ktérej mozna
zinterpretowaé wszystkie takie dziedziny

e Definiujemy funkcje ciagte na tej dziedzinie, ktére interpretuja
odpowiednie konstruktory dziedzin

e Zapisujemy i rozwigzujemy réwnania dziedzinowe jako réwnania
statopunktowe w tej dziedzinie

Modele: Pw, Tw, systemy informacyjne, . ..




Poprawnos¢

Programy powinny by¢:
e czytelne; efektywne; niezawodne; przyjazne dla uzytkownika;
dobrze udokumentowane; . ..

e ale nade wszystko, POPRAWNE

e nie zapominajmy, takze wykonywalne. . .

Poprawnosé programu ma sens jedynie wzgledem
Scistej specyfikacji wymagan.




Zdefiniowanie poprawnosci

Sa potrzebne:

e Formalna definicja rozwazanych programéw

sktadnia i semantyka jezyka programowania

e Formalna definicja stosowanych specyfikacji

sktadnia i semantyka jezyka specyfikowania

e Formalna definicja pojecia poprawnosci

co to znaczy, ze program spetnia specyfikacje




Dowodzenie poprawnosci

Sa potrzebne:

e System formalny do dowodzenia poprawnosci programéw wzgledem
specyfikacji

logika z rachunkiem do dowodzenia faktéw
0 poprawnosci programow

e (Meta-)dowdd, ze w logice da sie udowodnié¢ jedynie prawdziwe fakty

poprawnos¢ logiki

e (Meta-)dowdd, ze w logice da sie udowodni¢ wszystkie prawdziwe fakty

petnos¢ logiki

@przy akceptowalnych zatozeniach technicznych))




Wyspecyfikowany program

{n>0}
rt:=0;sqr:=1,
while sqr < n do

(rt:=rt+1;sqr:=sqr +2xrt+ 1)
{rt? <n< (rt+1)°}

Jesli rozpoczniemy wykonanie programu z nieujemna wartoscia n
i program zakoriczy sie, to wartoscia zmiennej rt
bedzie czes¢ catkowita pierwiastka kwadratowego z n




Logika Hoare'a

Formuty wyrazajace poprawnos¢:

{e} S{v}

e S jest instrukcja jezyka TINY

e warunek wstepny ¢ oraz warunek koricowy 1 sa formutami pierwszego
rzedu o zmiennych z Var

: . Czesciowa poprawnosc:
Zamierzone znaczenie: (nie gwarantujemy zakonczenia obliczen!

Jesli obliczenie programu S rozpocznie sie w stanie spetniajacym ¢
i zakonczy sie, to stan koricowy tego obliczenia spetnia 1




Definicja formalna

Przypomnijmy najprostsza semantyke jezyka TINY:

S: Stmt — State — State

prowadzamy nowa kategorie sktadniowa:

peForm:=b|piAp2|pr= 2| =@ | Ixp’ | Vx.'

z odpowiednia funkcja semantyczna:

‘ F: Form — State — Bool

i standardowymi klauzulami semantycznymi.

Definiujemy takze w zwykty sposdéb zmienne wolne formuty
oraz podstawiénié wyrazenia za zmienng




Dalszy ciag notacji

Dla ¢ € Form:

{¢} = {s € State | F[¢] s = tt}

Dla S € Stmt, A C State:

A[S] = {s € State | S[S] a = s,dla pewnego a € A}




Logika Hoare'a: semantyka

=t S{v}

wttw

{e} [S] < {¥}

(Przeczytajmy to: ]

Formuta czesciowej poprawnosci {¢} S {1} jest prawdziwa, co zapisujemy
jako = {¢} S {9}, jedli dla wszystkich stanéw s € State

jesli F¢] s = tt oraz S[S] s € State
to F[¥] (S[S] s) =tt




Logika Hoare'a: reguty wnioskowania

{p} skip {¢}

{plx = e} x:=e{p}

{enbSi{p} {p A bl S{y)
{p} S {0} {0} S2{v} {p}if b then S; else S; {1}
{o} S %2 {y}

=0 {p}S{y} v=v¢
{o A b} S{p} {¢'}S{v'}
{¢} while b do S{p A —b}




Przyktad dowodu

Udowodnimy nastepujaca formute Hoare'a:

{n>0}

rt:=0;

sqr:=1;

while sqr < n do
rt:=rt+1;
sqr:=sqr +2*rt+1

{t?*<nAn<(rt+1)*

Bedziemy niejawnie stosowac¢ regute wynikania,
zastgpujac asercje rownowaznymi O prostszej postaC|




Krok po kroku

EUREKA!!!
Whtasénie odkrylismy
niezmiennik petli




Niezmiennik petli

{(sqr = (rt + 12> Art? < n) Asqr < n}rt:=rt+1{sqr = rt*> A sqr < n}
o {sqr =rt> Nsqr < n}sqr:=sqr +2*rt +1{sqr = (rt +1)> A rt> < n}

{(sqr = (rt + 1) A rt? < n) A sqr < n}
rt:=rt+1;sqr:=sqr+2x*rt+1
{sqr = (rt +1)> A rt* < n}

o| {sqgr=(rt+12Art*<n}
while sqr < n do
rt:=rt+1;sqr:=sqr +2xrt+1
{(sqr = (rt +1)> A rt*> < n) A —(sqr < n)}




Wreszcie

o {sqr=(rt +1)?>Art> < n}
while sgr < n do
rt:=rt+1;sqr:=sqr +2xrt+1
{r> <nAn<(rt+1)*

{n>0}
rt:=0;sqr:=1
while sqr < n do
rt:=rt+1,sqr:=sqr+2x*rt+1
{rt2 <nAn<(rt+ 1)2}

QED



W petni wyspecyfikowany program

{n >0}
rt:=0;

{n}O/\rtrO}

sqr:=1;

{n> 0/\rtf0/\sqrf1}

while {sqr = (rt + 1)> A rt* < n} sqr < n do
rt:=rt+1;
{sqr = rt* A sqr < n}
sqr:=sqr +2xrt+1

{r* <n< (rt+1)°}




Korzystanie z teorii pierwszego rzedu

W przedstawionym dowodzie uzyliSmy pewnych faktéw dotyczacych
stosowanych typéw danych (Int z operacjami i relacjami wbudowanymi w
skfadnie jezyka TINY). Kazde uzycie reguty wynikania wymaga takich faktéw.
Zdefiniujmy teorie Int

TH(Int)

jako zbiér wszystkich formut, ktére zachodza we wszystkich stanach.
Przedstawiony dowéd pokazuje, ze:

{n>0}

rt:=0;sqr:=1

while sgr < ndo rt:=rt+1;sqr:=sqr +2xrt +1
{rt> <nAn<(rt+1)%)

TH(Int) -




Poprawnos¢

Twierdzenie:

System dowodowy Hoare'a (zawierajacy przedstawione reguty) jest poprawny,
tzn.:

jesli | TH(Int) F {0} S {9} | to | = {¢} S {v}]

Zatem przedstawiony dowdd formuty poprawnosci czesciowej uzasadnia
nastepujacy fakt semantyczny:

{n >0}

rt:=0;sqr:=1
= while sgr < ndo rt:=rt+ 1;sqr:=sqr +2x*rt +1
{rt> <nAn<(rt+1)%}




(poprawnosci systemu dowodzenia Hoare’a)

Przez indukcje po strukturze dowodu w logice Hoare'a:

reguta dla przypisania: tatwe, ale jest potrzebny lemat (dowodzony przez
indukcje po strukturze formuty):

Flelx — €]l s = Fle] slx — E[e] s]
Zatem, dla s € State, jedli s € {¢[x — €]}, to
S[x:=¢€] s = s[x — E[e] s] € {¢}.
reguta dla skip: Oczywiste.
reguta dla ztozenia: Zatézmy, ze {p} [Si] C {6} i {6} [S2] € {¥}. Wtedy
{o} [S1; Sl = {0} [S1] [52] <€ {6} [S2] < {#}-
reguta dla if-then-else: tatwe.

reguta wynikania: Znéw to samo, ze wzgledu na oczywista obserwacje, ze
{1} C {2} wtw, gdy @1 = @2 € TH(Int).



Poprawnos¢ reguty dla petli

reguta dla petli: Trzeba pokazaé, ze najmniejszy punkt staty operatora
®(F) = cond(B[b], S[SI:F, idstate)

spetnia
fix(®)({e}) € {¢ A b}

Postepujemy zgodnie z indukcja statopunktowa (to jest wfasnosé
dopuszczalna!). Przypusémy, ze F({p}) C {¢ A =b} dla pewnego

F: State — State, i rozwazmy s € {¢} z s' = ®(F)(s) € State. Mamy
dwa przypadki:

o Jesli B[b] s =fftos' =s € {p b}

o Jedli B[b] s =tt to s' = F(S[S] s). Otrzymujemy s’ € {p A —b} na
mocy zatozenia o F, gdyz {¢ A b} [S] C {¢} z zatozenia indukcyjnego,
ktére implikuje S[S] s € {¢}.

Zatem, ®(F)({®}) C {© A b}, co konczy dowdd.



Problemy z petnoscia

e Jedli T C Form jest rekrencyjnie przeliczalny, to zbiér wszystkich trdjek
Hoare’a wyprowadzalnych z 7 jest réwniez rekurencyjnie przeliczalny.

e |= {true} S {false} wtw, gdy S nie zatrzymuje sie dla zadnego stanu
poczatkowego.

e Poniewaz problem stopu dla jezyka TINY nie jest rozstrzygalny, wiec zbidr
wszystkich tréjek postaci {true} S {false}, dla ktérych
= {true} S {false}, nie jest rekurencyjnie przeliczalny.

A jednak:

| TH(Int) - {0} S {9} ] wew, gdy | = {9} S{¥}




Formuta logiki Hoare'a jako zadanie programistyczne

Dla zadanych warunkéw wstepnego ¢ i koricowego
zbuduj program S, taki ze




Przyktad

Zbuduj instrukcje S, taka ze
{n>0}S{rt*<nAn<(rt+1)*}

Jedno z poprawnych rozwigzan:

{n =0}

rt:=0;sqr:=1

while sgr < ndo rt:=rt+1;sqr:=sqr +2*rt+1
{rt*<nAn<(rt+1)*)




Logika Hoare'a: problem #1

A oto inne poprawne rozwiazanie:

{n>0}
while true do skip
{rt> <nAn<(rt+1)%}

{n >0}
gdyz: + while {true} true do skip
{rt? <nAn<(rt+1)°}

. Poprawnos¢ czesciowa:
nie wymaga i nie daje gwarancji
zakoriczenia dziatania programu




Poprawnos¢ catkowita

@Poprawnoéc’ catkowita = poprawno$¢ czesciowa + warunek stopu))

Formuty catkowitej poprawnosci:

| [PIS] |

Zamierzone znaczenie:

Gdy program S rozpoczyna sie w stanie spetniajacym warunek wstepny ¢
to zakonczy dziatanie w stanie spetniajacym warunek koncowy




Poprawnos$¢ catkowita: semantyka

= el S[Y]

wttw

{o} C[ST{v}

gdzie dla S € Stmt, A C State zachodzi:
[S] A = {s € State | S[S] s = a,dla pewnego a € A}

@Rozwiﬁmy te w#asnoéc’:))

Warunek catkowitej poprawnosci [¢] S [¢0] zachodzi (co zapisujemy jako
E [¢] S[¥]), gdy dla wszystkich stanéw s € State

jesli Fllg] s = tt to S[S] s € State i F[¢] (S[S]s) =tt




Poprawnos¢ catkowita: reguty dowodzenia

[«#] skip [¢]

[plx = e]] x:=e[y]

e AbIS1[Y] [ A—b] S [¢]
[e] S1[6] [6] S [¥] [¢]if b then S; else S [1/]
[¢] S1; S2 [¢]

o =0 [plS[Y] =1
m 1S [¥]
[77?] while b do S [777]

(Jeéli wyrazenia moga powodowac btedy, to sa tu konieczne pewne poprawkiD




Reguta catkowitej poprawnosci dla petli

(nat(N Ne(I+1)) = b [nat() A p(I+ D]S[p(N]  ¢(0) = b
[3l.nat(l) A ¢(1)] while b do S [¢(0)]

gdzie

— (/) jest formuta ze zmienng wolng / nie wystepujaca w while b do S,
— nat(/) oznacza 0 < / oraz

— (I +1) i ¢(0) powstaja przez podstawienie za | w (/). odpowiednio
I+1i0

| jest licznikiem

okredlajacym Ticzbe wykonan ciata petli




Poprawnos¢

(regut dowodzenia poprawnosci catkowitej dla instrukcji jezyka TINY)

jesli | TH(Int) - (] S[v] | to | = [¢] S[¥] |

Dowdéd: Przez indukcje po strukturze drzewa dowodu: wszystkie przypadki

dowodzi sie jak przy poprawnosci czesciowej, z wyjatkiem reguty dla petli.

reguta dla petli: Rozwazmy s € {nat(/) A ¢(I)}. Przez indukcje po s(/) (to jest
liczba naturalna) pokazujemy, ze S[while b do S| s = s’ dla
pewnego s’ € {¢(0)} (tatwe!).
Aby zakonczyé dowdd, wystarczy teraz zauwazy¢, ze jesli
zmienna x nie wystepuje w instrukcji S’ € Stmt to dla
dowolnych standw, rézniacych sie od siebie co najwyzej
wartoécia dla x, instrukcja S’ wykonana dla jednego z nich jako
stanu poczatkowego zakonczy dziatanie wtedy i tylko wtedy,
gdy zakonczy dziatanie takze dla kazdego innego z tych
stanéw, a przy tym, otrzymane stany koricowe réznia sie co
najwyzej wartoscia dla x.



Petnosé

(systemu dowodzenia poprawnosci catkowitej dla instrukcji jezyka TINY)

Zachodzi:

| TH(Int) - [¢] S[y]| wiw | = [e] S]]

Dowdd (szkic): Tylko przypadek petli jest istotnie nowy: tutaj jako (/) nalezy
przyja¢ koniunkcje niezmiennika petli (jak w poprawnosci czesciowej) oraz
formuty:

,petla kornczy sie po doktadnie | obrotach”

Tak sie sktada, ze ten warunek daje sie tu wyrazi¢ (gdyz skonczone krotki liczb
catkowitych i ztozone z nich ciagi skonczonej dtugosci mozna zakodowaé jako
liczby naturalne)!



Przyktad

Aby udowonié:

[n>0Art=0Asqr=1]
while sqr < n do
rt:=rt+1;sqr:=sqr +2*rt +1
[rt> <nAn<(rt+1)

stosujemy nastepujacy niezmiennik z licznikiem obrotéw [

sqr=(rt+1>Art> <nAl=|/n]—rt

Mate oszustwo: W =1vn|—rt"
trzeba wyrazié formu’fq pierwszego rzedu
w jezyku operacji i predykatéw w TINY

Na szczescie: da sie to zrobic!

A nawet jest to dos¢ tatwe:
(rt+0?<n<(rt+1+1)>




Relacje dobrze ufundowane

Relacja = C W x W jest dobrze ufundowana jesli nie istnieje nieskonczony
tancuch
a>=ar>=...>=a > a1 > ...

Na marginesie: Przechodnio-zwrotne domkniecie
=* C W x W relacji dobrze ufundowanej = C
W x W jest porzadkiem czeSciowym w W.

Ale: odjecie identycznos$ci z porzadku czesSciowego
na W nie musi by¢ relacja dobrze ufundowana.

Standardowy przyktad:
(Nat, >)

Kilka przyktadéw:

e Nat” ze (Scistym) porzadkiem po wspétrzednych;
e A" uporzadkowana relacja bycia wiasciwym prefiksem;

e Nat™ ze (Scistym) porzadkiem leksykograficznym generowanym przez
standardowy porzadek na Nat;

e dowolna liczba porzadkowa ze standardowym (Scistym) porzadkiem;itd.



Poprawnos$¢ catkowita poprawnosé czesciowa wtasnosé stopu

‘ Metoda dowodzenia ‘

Aby pokazad

’ [¢] while b do S[p A —b] ‘

e udowodnij ,,poprawnos¢ czeSciowa” tej petli: [ A b] S [¢]

e pokaz ,wtasnos¢ stopu” tej petli: znajdz zbiér W z relacja dobrze
ufundowana > C W x W oraz funkcje w: State — W taka, ze dla
wszystkich stanéw s € {p A b},

w(s) = w(S[S] s)

UWAGA: dopuszczajac czedciowos$¢ funkcji w, wymagamy jej okreslonosci na

{e}.



Przyktad

Udowodnij:

[x>0Ay>0]
while x > 0 do
if y >0then y:=y —1else (x:=x — 1,y :=1(x))
[true]

gdzie f daje w wyniku liczbe naturalng dla kazdej naturalnej wartosci
argumentu.

e Jedli nic nie wiadomo o f, to przedstawiona poprzednio reguta dowodzenia
poprawnosci catkowitej petli (z licznikami) jest bezuzyteczna.

e Ale: warunek stopu mozna tatwo udowodni¢ stosujac funkcje
w: State — Nat x Nat, gdzie w(s) = (s x,s y):
po kazdym wykonaniu ciata petli warto$¢ w zmniejsza sie w sensie (dobrze
ufundowanego) porzadku leksykograficznego na parach liczb naturalnych.



W petni wyspecyfikowany program

[x=20Ay>0]

while [x > 0 Ay > 0] x > 0 do decr (x, y) in Nat x Nat wrt >
if y>0then y:=y —1else (x:=x — 1;y:=f(x))

[true]

...z réznymi wariantamj notacyjnymi;
zaktadamy zewnetrzne definicje zbioru |
dobrze ufundowanego i funkcji w ten zbiér




Logika Hoare'a: problem #2

Zbuduj instrukcje S, taka ze
(n>0}S{rt*<nAn<(rt+1)*

Kolejne poprawne rozwiazanie:

{n>0}
rt:=0;n:=0
(Mt <nAn<(rt+1)*

OOOOPS?!

Jest kilka technik radzenia sobie z tym problemem:
e zmienne, ktére nie moga wystapi¢ w programie;
e binarne warunki koncowe;

e rézne postaci logiki algorytmicznej/dynamicznej, z modalnosciami.



Binarne warunki koncowe

Szkic

e Nowa kategoria sktadniowa formut binarnych, ktére s3a

zwyktymi formutami z t3 réznica, ze mozna w nich uzywaé zaréwno
zwyktych zmiennych x € Var jak i ich kopii ,,z przesztoéci” x € Var.
Dla kazdej frazy sktadniowe] w, oznaczmy przez & fraze powstata przez
zastgpienie kazdej zmiennej x w w przez X.

e Funkcja semantyczna: ’ BF: BForm — State x State — Bool

BF[%] (so,s) definiuje sie w standardowy sposéb, ale do okreslenia
wartoéci zmiennych ,,z przesztoéci” X € Var stosuje sie stan sp, a do
okreslenia wartosci zwyktych zmiennych x € Var korzysta sie ze stanu s.



Warunki poprawnosci

pre p; S post

gdzie ¢ € Form jest (unarnym) warunkiem wstepnym, S € Stmt jest instrukcja
(jak zwykle), a ¢ € BForm jest binarnym warunkiem kofncowym.

Semantyka:

Warunek pre ¢; S post 1) zachodzi, co zapisujemy jako = prey; S post 1),
gdy dla wszystkich stanéw s € State

jesli Fe] s = tt to S[S] s € State oraz BF[¢] (s, S[S] s) = tt




Reguty dowodzenia

prep; x :—e post(@szg/\jf':}\')

gdzie ¥ sa zmiennymi réznymi od x.

pre @; skip post (p Ay = §)

pre p1; S1 post (Y1 A @2) pre p2; Sy post i
pre p1; Si; S» post iy x 1

gdzie Y1 x 1y to FZ.(P1[X — Z] A 1,!12[; — Z]), przy czym wszystkie
zmienne wolne w )1 lub 1), sa wéréd X lub X, a Z s3 nowymi zmien-
nymi.




Dalsze reguty

prep A\ b; S1 post ) pre p A\ —b; Sy post 1)
pre p; if b then S5 else S, post ¢

prew A b; S post (W A€ = e) = (Wxp) =
pre ; while b do S post ((¢ V (p A Y =¥)) A —b)

gdzie > jest relacja dobrze ufundowang i wszystkie zmienne wolne sg wéréd
Vlub y.

o' = prep; S postyp =1 pre g; S post
prep’; S post 1)’ prep; S post (@ A1)

@Regufy mozna (trzeba?) dopracowac. . D




Przyktad

Mamy teraz:

pre n > 0;

rt:=0;sqr:=1

while sqgr < ndo rt:=rt+1;sqr:=sqr +2*rt+1
post rt> <n AN < (rt +1)?

Ale : = rt:=0;n:=




Logika algorytmiczna/dynamiczna

‘ Szkic ‘

Ogodlna idea:

Rozszerzamy zbidr formut logicznych tak, aby byt domkniety
na zwykfe spojniki logiczne i kwantyfikatory
oraz na operatory modalne

Sktadnia: Dla dowolnej formuty ¢ i instrukcji S € Stmt, tworzymy nowa
formute:

(S)e

. | Flel s’ jesli S[S] s = € State
Semantyka: F[(S)¢] s = {ff jedli S[] s ¢ State



System dowodzenia

...aksjomaty i reguty dotyczace
standardowych spéjnikéw i kwantyfikatorow . . .

Plus aksjomaty i reguty dla operatoréw modalnych — zwiazki miedzy
operatorami modalnymi i spdjnikami zdaniowymi; (de)kompozycja operatoréw
modalnych — na przyktad:

| (S)eny) = (Sl n(S)¥) |

(S)p = ~(S)e || (Sitrue = ((S)p = (S))

[ (5uS)e = (S)(S)e) | d.

Kluczowe do uzyskania petnosci sa tu || nieskoriczone reguty dla petli




Algebra uniwersalna

Podstawowe pojecia algebry uniwersalnej:
e sygnatury i algebry
e homomorfizmy, podalgebry, kongruencje
e réwnosci i rozmaitosci
e rachunek réwnosciowy
e specyfikacje réwnosciowe i algebry poczatkowe
e warianty: algebry czeSciowe, struktury pierwszego rzedu

Oraz wzmianka o zastosowaniach w

podstawach semantyki oprogramowania, weryfikacji,
specyfikacji, konstruowaniu programéw, ...




Typ danych

Jego sygnatura * (sktadnia): | sorts Int, Bool:
opns 0,1: Int;
plus, times, minus: Int X Int — Int;
false, true: Bool,;
Iteq: Int x Int — Bool,;
not: Bool — Bool;
and: Bool x Bool — Bool,;

oraz X-algebra A (semantyka):

carriers Ajne = Int, Agoor = Bool
operations 04 =0,14=1
plus 4(n,m) = n+ m, times o4(n,m) = nxm
minusa(n,m) =n—m
false 4 = ff, true 4 = tt
Itega(n, m) = tt if n < m else ff
not 4(b) = tt if b = ff else ff
and 4(b,b") =tt if b= b" = tt else ff




Sygnatury

Sygnatury algebraiczne:

T =(5,Q)

e nazwy sortéw: S

e nazwy operacji rozdzielone wzgledem arnosci i sortu wyniku:
Q= (QW,S>WES*,SES

Alternatywnie:

Y = (5,Q, arity, sort)

z nazwami sortéw S, nazwami operacji S0, oraz nazwami operacji z funkcjami
przypisujacymi im arnos¢ i sort wyniku
arity: Q — S* oraz sort: Q — S.

e fis X ...Xs,—soznacza Si,...,5n,SESif € Q. 5.5

Poréwnaj te dwie definicje




Algebras

Ustalmy na chwile sygnature ¥ = (S, Q).

e > -algebra:

(A= (Al (fa)rea) |

e zbiory nosnikéw: |A| = (|Als)ses
o operacje:: fa: |Als; X ... X |Als, = |Als,dlaf:sp x... x5 =5

Alg(x)

Czy Alg(X) moze by¢ pusta? Skoriczona?
Czy A € Alg(X) moze mie¢ puste nosniki?

e klasa wszystkich X-algebr:




Podalgebry

e Y -podalgebra algebry A € Alg(X), Asun C A jest okreslona przez podzbiér
|Asub| C |A| domkniety na operacje:
— dlaf:isg X...x 8y —>5ia€|Asublsy --»an € |Asublsy,
Asub(alz ceey an) = fA(aly cee an)

e dla A€ Alg(X) i X C |A|, podalgebra A generowana przez X, {(A)x, jest
najmniejsza podalgebra A zawierajaca X.

e A€ Alg(X) jest osiagalna jesli (A)g pokrywa sie z A.

Twierdzenie:
Dla kazdej A € Alg(X) i kazdego X C |A

, istnieje (A)x.

Dowdd (szkic):
e utwdrz podalgebre generowanga przez zbiér X domykajac go na operacje z
A; lub

e przeciecie rodziny podalgebr algebry A jest podalgebra algebry A.



e X -homomorfizmem algebr A, B € Alg(X), h: A — B jest funkcja
h: |A| — |B|, ktéra zachowuje operacje:
—dlaf:syx...xs;—>sial€|Als,...,an € |Als,,
hS(fA(alv B a")) = fB(hsl(al)v ) hsn(a"))

Twierdzenie:

Niech h: A — B bedzie homomorfizmem, Asy» podalgebra A, a Bsu, podalgebra
B. Wéwczas obraz Asus poprzez h, h(Asuw), jest podalgebra algebry B, a
przeciwobraz Bs,, poprzez h, hfl(Bsub), jest podalgebra algebry A.

Twierdzenie:

Niech h: A — B bedzie homomorfizmem i X C |A|. Wéwczas
h((A)x) = (B)nx)-

Twierdzenie:

Funkcja identycznosci okreslona na nosniku A € Alg(X) jest homomorfizmem
ida: A — A. Ztozenie homomorfizméw h: A — B ig: B — C jest
homomorfizmem h;g: A — C.



Izomorfizmy

e Y -izomorfizmem algebr A, B € Alg(X), jest dowolny X-homomorfizm
it A— B, ktéry ma funkcje odwrotna, czyli ¥-homomorphism
i™': B — Ataki, ze i;i”! = ida oraz i™';i = idg.

e Y -algebry sg izomorficzne jesli istnieje miedzy nimi izomorfizm.

Twierdzenie:

¥ -homomorfizm jest X -izomorfizmem wttw, gdy jest bijekcja (,1-1" i ,na”).

Twierdzenie:

Identycznosci sa izomorfizmami i ztozenie izomorfizmdw jest izomorfizmem.



e niech A € Alg(X). X-kongruencja na A jest relacja réwnowaznosci
= C |A] x |A| domknieta na operacje:
—dlaf:six...Xs;—>siara) €|Als,...,an a, €|Als,
jesli a1 =5 af,...,an =s, a), to fa(ar,...,an) =s fa(al, ..., ap).

Twierdzenie:

Dla dowolnej relacji R C |A| x |A| okreslonej na nosniku X-algebry A, istnieje
najmniejsza kongruencja w A, zawierajaca R.

Twierdzenie:

Dla dowolnego ¥-homomorfizmu h: A — B, jadro h, K(h) C |A| x |A|, gdzie
a K(h) a’ wttw, gdy h(a) = h(a’), jest ¥-kongruencja na A.



Algebry ilorazowe

e dla dowolnej A € Alg(X) i X-kongruencji = C |A| x |A| na A, okreslamy w
naturalny sposéb algebre ilorazowa A/=, ktérej nosnikiem sa klasy
abstrakgji relacji =:

—dlase S |A/=ls={[al=|a€|As}, z[al= ={a' € |Als|a=4a'}
—dlaf:syx...xs;,—>sial€|Alg,...,an € |Als,,
fA/E([al]Ev coslan]=) = [falar, - - - an)]=

Twierdzenie:

Powyzsza definicja jest poprawna; ponadto naturalne odwzorowanie, ktére
kazdemu elementowi przypisuje jego klase abstrakcji jest ¥-homomorfizmem
[=: A= A/=.

Twierdzenie:

Niech = i =’ beda X-kongruencjami na A. Wéwczas = C =’ wttw, gdy
istnieje ¥-homomorfizm h: A/= — A/=' taki, ze [ ]=;h =

Twierdzenie:

Dla dowolnego X-homomorphism h: A — B, A/K(h) jest izomorficzna z h(A).



Produkty

e dla dowolnej rodziny A; € Alg(X), i € Z okreSlamy w naturalny sposéb
algebre produktowa, H;ez A;, okreslona na iloczynie kartezjanskim
noénikéw A;, i € I:

— dlaseS, |HieT. Ails = H,EI |Ails
—dlaf:siX...Xsp—sia€ ‘erzA”Sl"”’a” IS |HI.GT_A,-\S,,, dla

i€l fH IAI.(alv' . '73")(i) = fAi(al(i)v' "7an(i))

Twierdzenie:

Dla dowolnej rodziny (A:),., *-algebr, rzuty mi(a) = a(i), gdzie i € T oraz
a € [[,c1 |Ail, sa Z-homomorfizmami 7;: [],_, Ai — A:.

Zdefiniuj produkt pustej rodziny Y-algebr.
Kiedy rzut 7; jest izomorfizmem?




Rozwazmy S-sortowy zbiér X zmiennych.

o termy t € | Tx(X)| tworzy sie w zwykty sposéb uzywajac zmiennych X,
statych i operacji z Q: | Tx(X)| jest najmniejszym zbiorem takim, ze:
- X C|T=(X)]
—dlaf:syX...xs; >sorazty € |[Tx(X)|s,.-.5tn €| T2 (X)|sn,
f(t1, ..., ta) € [ T(X)ls
e dla dowolnej X-algebra A i dowolnego wartoéciowania v: X — |A|, wartos¢
ta[v] termu t € | Ts(X)| w A przy v okrela sie indukcyjnie:
— xalv]=vs(x), dlax e Xs,s€ S
— (F(t1, ..., ta))alv] = Fa((t1)alV], -, (t)alv]), dla F: 51 % ... X sp = 5 i
5SS |TZ(X)|S17 <oy tn € |TX(X)|Sn

Tu i w dalszym ciggu wyktadu zaktadamy, ze
,,Sktadnia” termdw jest jednoznaczna!




Algebry terméw

Rozwazmy S-sortowy zbiér X zmiennych.
e Nosnikiem algebry terméw Tx(X) jest zbiér termdw, a operacje okre$la sie
w niej ,,sktadniowo™:
—dlaf:syx...xsp=>sity €|Ts(X)|s;s.-stn €T (X)]sp,
freoq (e, ooy tn) = f(t1, ..o, tn).

Twierdzenie:

Dla dowolnego S-sortowego zbioru X zmiennych, ¥-algebry A oraz
wartosciowania v: X — |A|, istnieje dokfadnie jeden ¥-homomorfizm

v#: Ts(X) — A, ktdry rozszerza v. Dla dowolnego t € |Tx(X)| zachodzi
ponadto v¥#(t) = ta[v].

idx—|T.(x)|

> [T=(X))| T=(X)

Set® V¥ Jilv# Alg(x)

Al A



Réwnosci

e Réwnosé:

gdzie:
— X jest zbiorem zmiennych
— t,t' € |Ts(X)|s sa termami tego samego sortu.

e Relacja spetnialnosci: ¥-algebra A spetnia VX.t = t’

ARvXt=t

jesli dla wszystkich v: X — |A|, ta[v] = t4[v].



Wynikanie semantyczne

P s

Y -réwnos¢  jest semantyczna konsekwencja zbioru ¥-réwnosci ®,
jesli ¢ zachodzi w kazdej ¥X-algebrze, ktéra spetnia ®.

Na marginesie:
e Modele zbioru réwnosci: Mod(®) = {A € Alg(X) | A = ¢}
e Teoria klasy algebr: Th(C) = {¢ | C = ¢}
e =y < ¢ e Th(Mod(P))

Mod and Th tworza powigzanie Galois



Rachunek réwnosciowy

vX.t =t vX.t=t VXt =t"
vYX.t=t vX.t' =t vX.t=1t"

VXt=t ... VYX.it,=t, vX.t =t
VX (t. .. ty) = F(t1...th) vY.t[0] = t'[6]

dla 0: X — |Te(Y)]

Uwaga na zmienne!

Z a=f(x)i f(x) = b nie wynika a = b, chyba ze ...




Wynikanie dowodowe

Phr |

Y -réwnos¢  jest kosekwencja dowodowa zbioru ¥-réwnosci ®,
jesli ¢ mozna wyprowadzi¢ za pomoca regut z ®.

Jak to uzasadnié¢?



Poprawnos¢ & petnosé

Twierdzenie:

Rachunek réwnosciowy jest poprawny i petny:

PEp <= oty

e poprawnos$¢: ,wszystko, co daje sie udowodnié, jest prawdziwe"
(@b

e petnosé: ,wszystko, co prawdziwe, daje sie udowodni¢” (¢ =@ = I ¢)

Dowdd (szkic):
e poprawnosc:
fatwe!
e petnosé:
nie takie tatwe!




Oprogramowanie (typy danych, moduty, programy, bazy danych. .. ):
zbiory danych z operacjami na nich

e Pomijamy: kod, efektywno$é, odporno$é, niezawodnos¢, . ..
e Skupiamy sie na: POPRAWNOSCI

Algebra uniwersalna
analogia: interfejs modutu ~ sygnatura
modut ~ algebra

specyfikacja modutu ~ klasa algebr




Specyfikacje réwnosciowe

(=]

e sygnatura X okresla statyczny interfejs modutu

e aksjomaty (X-réwnosci) okreslaja pozadane wtasnosci modutu
ALE:

Twierdzenie:

Klasa X-algebr jest definiowalna réwnosciowo wttw, gdy jest domknieta na
podalgebry, produkty i obrazy homomorficzne.

Specyfikacje réwnosciowe zazwyczaj dopuszczaja
wiele niepozadanych ,modutéw”




Przyktad

spec NAIVENAT = sort Nat
opns 0: Nat;
succ: Nat — Nat;
_+ _: Nat x Nat — Nat
axioms Vn:Nat.n+ 0 = n;
Vn, m:Nat.n + succ(m) = succ(n+ m)

Teraz:
NAIVENAT F& Vn, m:Nat.n+m=m+n

Co gorsza:
Istnieja modele M € Mod(NAIVENAT) takie, ze M |= 0 = succ(0), a nawet:

M =Vn, m:Nat.n=m



Jak to naprawié

e Ograniczenie klasy modeli:

poczatkowosé: ,no junk” & ,no confusion”

Takze: osiggalnos¢ (,,no junk”) i jej bardziej ogélne odmiany (algebry
wolne, algebry generowane).
Na marginesie: Takie ograniczenia mozna traktowaé jak specjalne formuty
(wyzszego rzedu).

e Inne (silniejsze) systemy logiczne: réwnosci warunkowe, logika pierwszego
rzedu, logiki wyzszych rzedéw, inne wodotryski

— wiecej na ten temat — gdzieindziej. . . Instytucje!

Nastapit wysyp réznych systeméw logicznych. . . ‘




Modele poczatkowe

Twierdzenie:
Kazda specyfikacja réwnosciowa (¥, ®) ma model poczatkowy: istnieje
Y -algebra | € Mod(®) taka, ze dla kazdej X-algebry M € Mod(®) istnieje
doktadnie jeden ¥-homomorfizm z | w M.
Dowdd (szkic):
e [ jest algebra ilorazowa ¥-terméw bez zmiennych poprzez kongruencje,
ktéra skleja ze soba wszystkie termy ¢,t’ takie, ze & = V.t = t'.

e | jest osiagalng podalgebra produktu ,wszystkich” (z doktadnoscia do
izomorfizmu) osiagalnych algebr z Mod(®).

Na marginesie: Mozna to uogdlni¢ do twierdzenia o
istnieniu modelu wolnego (X, ®) nad dowolnym (wie-
losortowym) zbiorem danych.

Na marginesie: Istnienie modelu poczatkowego (i wolnego) prze-
nosi sie na specyfikacje z réwnoéciami warunkowymi, ale niewiele
dalej!




spec NAT = initial { sort Nat
opns 0: Nat;
succ: Nat — Nat;
_+_: Nat x Nat — Nat
axioms Vn:Nat.n+0 = n;
Vn, m:Nat.n + succ(m) = succ(n+ m)

Mamy:
NAT EVn,m:Nat.n+ m=m-+n



Inny przyktad

spec NATPRED = sort Nat
opns 0: Nat; error: Nat;
succ: Nat — Nat;
_+ _: Nat x Nat — Nat;
pred: Nat — Nat
axioms Vn:Nat.n+ 0 = n;
Vn, m:Nat.n + succ(m) = succ(n + m);
Vn:Nat.pred(succ(n)) = n;
pred(0) = error;
pred(error) = error; succ(error) = error;
Vn:Nat.error + n = error;
Vn:Nat.n + error = error

Wyglada dobrze. Ale sprobujmy dodaé mnozenie:

0% n=0;succ(m)*n=n+ (m=xn);
error x N = error; n x error = error i wszystko sie wali!




Algebry czesciowe

e Sygnatura algebraiczna ¥: jak poprzednio

e Y -algebra czesciowa:

A= (A], (fa)rea)

jak poprzednio, ale operacje fa: |Als, X ... X |Als, = |Als, dla
f:s X...X s, — s, moga by¢ teraz funkcjami czesciowymi.

(Na marginesie: Réwniez state moga mie¢ niezdefiniowane Wartoéci.)

e PAlg(X) oznacza klase wszystkich X-algebr czeSciowych.



Kolejne pojecia

Ustalmy na chwile sygnature ¥ = (S, Q).

e podalgebra Asuy C A: dana przez podzbiér |Asu| C |A| domkniety na
operacje;

(Na marginesie: mozna podaé przynamniej dwa inne naturalne okreslenia)

e homomorfizm h: A — B: odwzorowanie h: |A| — |B| zachowujace
okreslono$¢ i wyniki operacji; homomorfizm jest silny jeéli dodatkowo
odzwierciedla okreslono$¢ operacji; (silne) homomorfizmy sa domkniete na
sktadanie;

(Na marginesie: bardzo ciekawa alternatywa: odwzorowanie czesciowe
h: |A| — |B| zachowujace wyniki operacji)

e kongruencja = na A: relacja réwnowaznosci = C |A| X |A| domknieta na
operacje (gdy sa one okreslone); kongruencja jest silna jesli dodatkowo
odzwierciedla okreslono$¢ operacji; (silne) kongruencje sa jadrami (silnych)
homomorfizméw;

e algebra ilorazowa A/=: okre$lana w naturalny sposéb na klasach abstrakgji

kongruencji =; naturalny homomorfizm z A w A/= jest silny, gdy
kongruencja jest silna.



(Silna) réwnos¢: Okreslonos¢:

. .| gdzie X jest zbiorem zmiennych, a t €
jak poprzednio | Tx(X)|s jest termem
Relacja spetnialnosci
Y-algebra czeSciowa A  spefnia | X-algebra czeSciowa A  spefnia
vX.t =t VX.def t

‘VX.tét’

A = VX.def t

AEVXtZt

jesli dla kazdego v: X — |A|, ta[v]

jesli dla kazdego v: X — |A|, ta[v]
jest okre$lona

jest okredlony wttw, gdy ti[v] jest
okreslona, i wéwczas ta[v] = t4[v]




Inne podejscie

e Réwnos¢ (z okreslonoscia):

vX.t =t

gdzie:
— X jest zbiorem zmiennych
— t,t' € |Tx(X)|s sa termami tego samego sortu.

e Relacja spetnialnosci: ¥-algebra A spetnia VX.t = t'

AEVYXtEt

jesli dla kazdego v: X — |A|, ta[v] = ta[v] — obie strony sa okreslone i
réwne. equal.

Na marginesie:
o VX.t =t wttw, gdy VX.(t = t' A def t)
o VX.t =t iff VX.(def t <= def t') A (deft = t=1t')



Przyktad

spec NATPRED = initial { sort Nat
opns 0: Nat;
succ: Nat — Nat;
_+_: Nat x Nat — Nat;
pred: Nat —7 Nat
axioms Vn:Nat.n+0 = n;
Vn, m:Nat.n + succ(m) = succ(n + m);
Vn:Nat.pred(succ(n)) = n




Struktury pierwszego rzedu

e Sygnatura pierwszego rzedu ¥ = (S,€Q,M): sygnatura (S, Q) plus nazwy
predykatéw, rozdzielone ze wzgledu na arnosci: M = (My)wes+

e Y -struktura pierwszego rzedu:

(A= (AL (fa)ren, (pa)pen) |

sktada sie z:

— (5,Q)-algebry (|A|, (fa)req)
— predykatéw (relacji): pa C |Als; X ... X |Als,,
dlap: sy X ... X s, (i.e., p€ . .s,)

e Str(X) oznacza klase wszystkich X-struktur pierwszego rzedu.



Kolejne pojecia

Ustalmy na chwile sygnature X = (S, Q, ).

e podstruktura Ass C A: dana przez podzbidr |Asu| C |A| domkniety na
operacje i taki, ze zawieranie zachowuje prawdziwo$¢ predykatéw;
podstruktura jest zamknieta jeSli zwierania zachowuje takze fatszywosé
predykatéw;

e homomorfizm h: A — B: odwzorowanie h: |A| — |B| zachowujace wyniki
operacji i prawdziwos$¢ predykatéw; jest zamkniete, jesli dodatkowo
zachowuje fatszywo$¢ predykatéw; (zamknigte) homomofizmy sa
domkniete na sktadanie;

e kongruencja =on A: relacja réwnowaznosci = C |A| x |A| domknieta na
operacje; jest zamknieta, jesli dodatkowo zachowuje prawdziwos¢ (i
fatszywos¢) predykatéw; (zamknigte) kongruencje s3 jadrami
(zamknietych) homomorfizméw;

e struktura ilorazowa A/=: okre$lana w naturalny sposéb na klasach
abstrakcji kongruencji = tak, ze naturalne odwzorowanie z A w A/= jest
homomorfizmem; jest zamknieta, jesli kongruencja jest zamknieta.



e > -formuty atomowe nad zbiorem X zmiennych:
— t=1t/ gdziet,t' € |Ts)(X)s. s€S
— p(tl, - t,,), gdzie p:S1 X...X58sp t1 € |T(57Q)(X)|51, ...th € |T(57Q)(X)|s,-,
e > -formulae zawieraja formuty atomowe i s3 domknigte na spéjniki logiczne
i kwantyfikatory; X -zdania sg L-formutami bez zmiennych wolnych

e Relacja spetnialnosci definiowana jak zwykle miedzy ¥-strukturami A a
Y -zdaniami ¢

AEe

Jak poprzednio prowadzi to do pojecia klasy modeli dla zbioru zdan, wynikania
semantycznego zbioru zdan, teorii klasy modeli itd.

Model poczatkowy (i wolny) istnieje dla specyfikacji pierwszego
rzedu z warunkowymi formutami atomowymi kwantyfikowanymi uni-
wersalnie, ale w ogdlnosci moze on nie istniec¢!




Logika Hoare'a raz jeszcze

Uogdlnienie

Zamiast dziedziny Int, rozwazmy dowolny typ danych okreslony przez
e 3 : sygnature algebraiczng zawierajaca rodzaj Bool, state i spdjniki logiczne

e A: Y-strukture (no$nik wraz z operacjami o nazwach z X zdefiniowanymi
na |A|) ze standardowy interpretacja statych i spéjnikéw logicznych



Skfadnia: Jak w TINY, z t3 réznica ze:
— uzywamy X-termdéw zamiast wyrazen catkowitych
— z kazda zmienng jest zwigzany jej rodzaj z
— przypisanie na zmienng jest dozwolone jedynie wéwczas, gdy jej rodzaj
jest taki, jak rodzaj termu
— uzywamy X-terméw rodzaju Bool zamiast wyrazen logicznych

Dziedziny semantyczne: Jak w TINY ale modyfikujemy stan:

State4 = Var — |A|

(tak aby zmienne i ich wartosci byty podzielone na rodzaje z ¥)

Funkcje semantyczne: Jak w TINY, ale interpretujac operacje w |.A|



Logika Hoare'a

{e} S{v}

— — — jak poprzednio — — —



Przyktadowa struktura i algebra

e do struktury > jezyka TINY dodajemy:

sorts Array;

opns newarr: Array,
put: Array X Int X Int — Array;
get: Array X Int — Int;

e i wzbogacamy algebre A dla TINY o nosnik i operacje:

carriers Aarray = Int — Int

operations newarr 4(j) =0
puta(a,i,n) = a[i — n]
geta(a, i) = a(i)




Przyktad

{a:Array N0 < n}
m:=0;
while {0 < m < n A is-sorted(a,0,m)} m+1 < ndo
m:=m+1 k:=m;
while {0 < kK < m < n A is-nearly-sorted(a,0, k,m)} 1 < k do
k:=k—1;
if get(a, k) get(a, k + 1) then k:=0
else x: —get(a k+1); a:=put(a, k + 1, get(a, k));
a:=put(a, k, x)
{is-sorted(a, 0, n)}

gdzie:

is-sorted(a, i,j) = a:Array AV, j:Int.i <i' < j < j= get(a,i’) < get(a,j’)
is-nearly- sorted(a, i, k,j) = is-sorted(a, i,k — 1) A is-sorted(a, k, j) A
vi', j! Int(/</ <k—1ANk+1<j <J):>geta /)<get( ')




Logika Hoare'a: reguty dowodzenia

— — — jak poprzednio — — —

{p} skip {¢}

{plx = e} x:=e{p}

{onb}Si{p} {pA—b}S{y}
{p} S {0} {0} S {¢y} {@}if b then S; else S, {1}
{o} S1: % {¢}

o' =9 {p}S{y} v=v¢
{o A b} S{p} {'}S{v'}
{¢} while b do S {p A —b}




Poprawnos¢

Twierdzenie:

System dowodowy Hoare’a jest poprawny, tzn.:

jesli | TH(A) - {e} S{9}] to | {0} S{¥}]

Dowéd:

— — — jak poprzednio — — —



Musimy zagwarantowa¢, ze wszystkie potrzebne w do-
wodach asercje mozna wyrazi¢ w logice asercji.

Dla § € Stmts oraz ¢ € Formg, definiujemy:

wpre 4(S, 1) = {s € State4 | jesli S4[S]s =" € States to Fa[y] s’ = tt} ‘

Definicja:

Logika pierwszego rzedu jest ekspresywna nad A dla TINY 4 (A jest
ekspresywny ) jesli dla kazdych S € Stmty oraz i) € Formy, istnieje najstabszy
liberalny warunek wstepny dla S i, czyli formufa o € Formy taka, ze

{o}a = wpre 4(S,9)




Relatywna petnos¢ logiki Hoare'a

(petno$¢ w sensie Cooka)

Twierdzenie:

Jesli A jest ekspresywne, to system dowodzenia Hoare'a jest poprawny i
relatywnie petny, czyli:

[THA) - (o} S} | iff | Eafe} S ()]

Dowdd: Przez indukcje strukturalng po S. Dzieki zatozeniu o ekspresywnosci i
mozliwosci swobodnego korzystania z faktéw z TH(A), wszystkie przypadki sa
fatwe!

Twierdzenie:

A jest ekspresywne wtedy i tylko wtedy, gdy albo w S € Stmty daje sie
zdefiniowac standardowy model arytmetyki Peano, albo dla kazdego

S € Stmty, istnieje skoriczone ograniczenie na liczbe stanéw osiagalnych w
dowolnym obliczeniu S.



Wychodzac poza

Procedury: Dla danej proc p is (Sp):

{io} call p{} - {0} S, (v}
[} call p{v}

Nie do konca doprze:
relatywna petno$¢ wymaga dodatkowych regut
do manipulowania Zmiennymi pomocniczymi

Zmienne: Dla nowej zmiennej y:

{p Ny =7} Sx = y]{¥}
{¢} begin var x S end {¢)}

itd. ..



Ale istniejg ograniczenia. . .

Twierdzenie:

Nie istnieje poprawny i relatywnie petny w sensie Cooka system dowodowy
Hoare'a dla jezyka programowania dopuszczajacego rekurencyjne procedury z
parametrami proceduralnymi, procedurami lokalnymi i globalnymi zmiennymi z
wigzaniem statycznym.

Klucz do dowodu:

Twierdzenie:

Dla programéw w takim jezyku problem stopu jest nierozstrzygalny nawet dla
skoriczonych typéw danych A (z co najmniej dwoma elementami).



Catkowita poprawno$¢ raz jeszcze

‘ Co w przypadku jezyka TINY 47 ‘

DOBRE WIESCI:
Dowodzenie poprawnosci za pomoca
relacji dobrze ufundowanych nadal jest mozliwe!

Dla przypomnienia, podstawowa reguta:

(nat(N A (I +1))=b [nat() A (14 1)] S[e(1)] ©(0) = —b
[3l.nat(l) A ¢(1)] while b do S [¢(0)]




Dla danej sygnatury ¥, niech ¥t bedzie jej rozszerzeniem o jezyk arytmetyki
(Peano): predykaty nat(_) i _ < _, state 0, 1, operacje _ + _, _ — _, _* _.
Niech A bedzie ¥ -struktura, w ktérej interpretacja nat(_) jest domknieta na
state i operacje arytmetyczne.

Niestety:

‘ reguta dla petli nie musi by¢ poprawna w jezyku TINY 4 ‘

Na przyktad, zazwyczaj otrzymujemy:

’ TH(A) I [nat(x)] while x > 0 do x :=x — 1][true] ‘

Ale: Semantycznie ta wtasno$¢ nie zachodzi, gdy na przyktad Powain¥
A jest niestandardowym modelem arytmetyki.

problem?




Poprawnos¢ i petnosé

> t-struktura A jest arytmetyczna jeéli zbiér elementéw a € |A|, dla ktérych w
A zachodzi nat(a), z operacjami i relacjami arytmetycznymi okreslonymi jak w
A, tworzy standardowy model arytmetyki.

Twierdzenie:

Jesli A jest arytmetyczny, to

jesli | TH(A) F [] S[¥]] to | Fa el S[¥])|

Jesli ponadto skoriczone ciagi elementéw z | A| mozna zakodowac za pomoca
formuty jako pojedyncze elementy zbioru |A|, to

[ THA) F [l S]] wiw | Ea el ST

Poprawnosé

petnosé




Zadanie programistyczne

Dla danego warunku wstepnego ¢ i warunku koricowego 1
zbuduj program S’, taki ze




Podejscie #1

Aby zrealizowa¢ zadanie programistyczne

Dla danego warunku wstepnego © i warunku koncowego
zbuduj program S?, taki ze

0] S [¥]

e najpierw wymysl dobre rozwigzanie (lub wykorzystaj to, czego nauczono
Cie na studiach), a nastepnie

’ napisz program S ‘

e po czym sprawdz, ze | = [p] S[¢]
— czyli udowodnij| F [p] S[¢]

Zadanie jest zakonczone
dopiero po wykonaniu tych krokéw.

Oczywiscie jesli:
udato sie je wykonad. .




Przyktad

Zbuduj instrukcje S, taka ze
[n>0]S"[rt> <nAn<(rt+1)7

(i n nie podlega zmianom w S7)

Przyktadowe, sensownie wygladajace rozwigzanie:

rt:=0;sqr:=0
while sqr < n do
rt:=rt+1,sqr:=sqr+2xrt+1

@Nie, to jeszcze nie koniecD)




Weryfikacja

Trzeba pokazaé:

[n=>0]
rt:=0;sqr:=0
=7 while sqr < n do

rt:=rt+1;sqr:=sqr +2x*rt+1
[t <nAn<(rt+1)3




Préba dowodu

Na przyktad:

[n> 0]
rt:=0;sqr:=0
L [rt =0 A sqr=0]

while [sqr = rt?] sqr < n do decr n+1 — rt in Nat wrt >
rt:=rt+1;sqr:=sqr +2*rt +1
[t <nAn<(rt+1)3

ZLE!




Co jest zle?

Sa dwie mozliwosci (obie réwnie przykre):
e program nie jest zgodny ze specyfikacja
e nie potrafimy udowodnié, ze program jest zgodny ze specyfikacja

W tym przypadku:

[n>0]
rt:=0;sqr:=0
= while sqr < n do
rt:=rt+1;sqr:=sqr+2x*rt+1
[rt? <nAn<(rt+1)7

(co mozna pokazaéd, na przykfad, testujac program)



‘ Druga préba ‘

rt:=0;sqr:=1
while sqr < n do
rt:=rt+1;sqr:=sqr +2x*rt+1

Nie, to jeszcze
) . nie koniec!
Musimy pokazac:

[n>0]
) rt:=0;sqr:=1
=5 while sqr < n do

rt:=rt+1;sqr.=sqr+2x*rt+1
[ <nAn<(rt+1)]




Préba dowodu

Na przyktad:

[n > 0]

rt:=0;sqr:=1
[rt=0Asqr=1]

H while [sqr = (rt + 1)] sqr < n do
decr n+ 1 — rt in Nat wrt >
rt:=rt+1;sqr:=sqr +2xrt+1

> <nAn<(rt+1)%

| ZNOWU ZLE!

Tym razem niewtasciwie przeprowadzaliSmy dowdd. . .

Silniejszy niezmiennik petli
[sqr = (rt + 1)> A rt?> < n)
umozliwia zakonczenie dowodu




Przyktad

Buduj program stopniowo,
postepujac w kazdym kroku tak,
aby poprawnos¢ wyniku byta zapewniona
przez poprawnos$¢ pojedynczych krokéw

Zbuduj instrukcje S, taka ze
[n>0]S"[rt> <nAn<(rt+1)?

(i n nie podlega modyfikacjom w S?)




[n>0]
Skorzystajmy z nastepujacego schematu: Si [rt =0Asqr = 1] S:
[rt? <nAn<(rt+1)7

Chcemy zatem:

e zbudowaé S tak, aby | [n>0]S][rt =0 A sqr=1]

[t =0Asqr=1]
e niezaleznie od tego, zbudowaé S tak, aby S:
[t <nAn<(rt+1)%

e a nastepnie zdefiniowaé | S’ =S5];S;

(Poprawnoéﬁgvxn(i]k?\ éqise_rc'i] poéredniej)




Zbuduj S7 tak, aby
[n>0]S{[rt =0Asqr=1]

(i n nie podlega modyfikacjom w S7)

LATWE!
Po prostu jako S} wystarczy wziaé

’ rt:=0;sqr:=1 ‘

( Weryfikacja jest natychmiastowa! D




Zbuduj S}, tak aby
[rt=0Asqr=1]S;[rt* <nAn<(rt+1)7

(i n nie podlegata modyfikacjom w S3)

Decyzja projektowa: korzystamy z nastepujacego schematu

[rt=0Asqr=1]
while [¢’] b’ do decr e’ in W’ wrt >’
S;
[t <nAn<(rt+1)3




Wybieramy W? i dobrze ufundowana relacje =7 C W7 x W7 oraz niezmiennik
@', wyrazenie logiczne b’, wyrazenie €’, a nastepnie budujemy S tak, aby:

(t=0Asqgr=1) = ¢’

(@' A=b') = (> <nAn<(rt+1)?)

[0* A b7] S5 1]

£l s =" £[T(SIS3T )

dla wszystkich stanéw s € {¢’ A b7}



Wybieramy:

o = (sqr=(rt+ 12 Art2 < n)

Wéwczas:

e Pierwsze wymaganie wynika natychmiast.

e Bierzemy | b’ = (sqr < n)

o Wybieramy:

— W? = Nat |z relacja (dobrze ufundowana)

?
— e =n—rt

— i tatwo wynika drugie wymaganie.

Przechodzimy nastepnie do kolejnych krokéw zadania. ..



Zbuduj S; tak, aby

[sqr = (rt + 1)> A rt> < n A sqr < n
s

[sqr = (rt + 1)> A rt? < 1)

i n nie podlegata zmianom w S}
g

Decyzja projektowa: korzystamy z nastepujacego schematu

[sqr = (rt +1)> < n A sqr < n]
S
[sqr = rt? < n]
S5

[sqr = (rt + 1)> A rt? < 1)




Wtasnos¢ stopu

Nie wolno zapomnieé:
witasnos¢ stopu to takze czes¢ wymagan

Dla S} wymagamy tez, aby:
€n - rt] s > €[n — rt] (S[SI] 5) ‘ dla
s€{sqr=(rt+12<nArt* <n}
Aby to zapewni¢:
En—rt] s = €[n — rt] (S[S] s) ‘ dla
sc{sqr=(rt+12<nArt*<n}
o| E[n—rt]s>=E[n— rt] (S[SE]s) |dlase {sqr=rt><n}

’ przy czym co najmniej jedna z nierdwnosci musi by¢ ostra




Kroki 5 & 6

S} definiujemy jako

’ sqr:=sqr +2xrt+1 ‘

Weryfikacja jest natychmiastowa
(tacznie z warunkami stopu)

SE zas definiujemy jako

LATW



taczac wszystkie kroki

[n>0]
rt:=0;sqr:=1
[rt =0Asqr=1]
while [sqr = (rt + 1)> A rt*> < n] sqr < n do
decr n— rt in Nat wrt >
(rt:=rt+1 [sqr = rt?> < n] sqr:=sqr + 2 rt + 1)
M2 <nAn<(rt+1)3

Poprawnos¢ przez konstrukcje!!!

CC. . dowody sa od razu gotoweD)




Specyfikacje i systematyczne konstruowanie programow

Po co s3 specyfikacje?
Z punktu widzenia uzytkownika systemu: specyfikacja opisuje wtasno$ci
systemu, na ktérych uzytkownik moze polegaé.

Z punktu widzenia tworcy systemu: specyfikacja opisuje wszystkie wymagania,
jakie system musi spetniac.

Inzynieria wymagan
Budowanie specyfikacji: ustalenie pozadanych wtasnosci systemu i zbudowanie
opisujacej je specyfikacji.

Walidacja specyfikacji: sprawdzenie, czy specyfikacja rzeczywiscie opisuje
oczekiwane wtasciwoéci systemu.



Specyfikacje formalne

Podejscie bazujace na modelu: zadajemy model — system jest poprawny jesli
zachowuje sie tak samo, jak przedstawiony model.

Podejécie bazujace na wtasnosciach: zadajemy liste wymagan — system jest
poprawny jesli spetnia wszystkie przedstawione wymagania.

Walidacja specyfikacji

e Dowodzenie twierdzen
e Prototypowanie i testowanie



Jezyki budowania specyfikacji

Jest ich sporo... Trzeba jeden wybrac.

[(Oczywiécie, zalecany wybér to CASL :-)D

Nawet rzeczywiste, duze specyfikacje moga by¢ zrozumiate!

Kluczowy pomyst: STRUKTURA

Dzieki niej mozna:
e tworzy¢ ztozone specyfikacje, rozumie¢ je i wnioskowaé o ich
wiasnosciach
e (choé¢ implementacja nie musi by¢ z t3 struktura zgodna)



Zadanie programisty

Dla danej specyfikacji wymagan
zbuduj modut, ktéry ja poprawnie implementuje

Dla danej specyfikacji wymagan SP
zbuduj program P tak, aby
S

>

Formalna definicja wynika z semantyki

(jezyka budowania specyfikacji i jezyka programowania)




Podstawowy pomyst

Nie w jednym kroku!

Raczej: budujemy program z jego specyfikacji krok po kroku, stopniowo
dodajac coraz wiecej szczegbtéw i podejmujac coraz wiecej
decyzji projektowych i implementacyjnych, az do uzyskania
specyfikacji, ktéra tatwo zaimplementowa¢ od razu

‘ SPg ~e> SPy ~nas> - no> SP,

(relacja uszczegétawiania) jest definiowana formalnie, zapewniajac:

SPy ~oi> SPi ~es> - no> SP, SP,~ P
SPy~ P




W praktyce, niektére elementy programu zostaja w danym kroku ustalone: ‘

K1 R1

> SP] |~ Nv>
K2

K1

K2

| K

Oddzielamy je od czedci,
ktéra pozostata tak naprawde do zaimplementowania:




Dekompozycja zadania

Kroki dekompozycji zadania:

SP;
SPrs>| BRYQ
SP,

Krok BR dekompozycji zadania programistycznego okresla¢ musi specyfikacje
sktadowych oraz “procedure taczaca” kpr (n-argumentowy konstruktor,
odwzorujacy programy w programy).

Poprawnos¢ dekompozycji wyraza nastepujace wymaganie:

5P1’\/>P1 SP,,’\» Pn
SP’\» RBR(Pl, ey Pn)




Wielkie Wyzwanie

e Jest catkiem niezta teoria opisujaca ten proces;

o | wiele ztej praktyki ...

Opracowac praktyczne metody
specyfikacji i systematycznego konstruowania programéw
z solidnymi podstawami formalnymi




