JAO - lematy o “pompowaniu” dla jezykow

bezkontekstowych

JAO - lematy o “pompowaniu” dla jezykow bezkontekstow:



Posta¢ normalna Chomsky'ego

Gramatyka G ze zbiorem nieterminali N i zbiorem terminali T jest
w postaci normalnej Chomsky'ego wtw gdy kazda produkcja
(reguta) gramatyki jest jednej z dwéch postaci

A — BC, gdzie A,B,C e N,

A — a,gdzieAe N, ae T.

(Posta¢ normalna jest wygodna w dowodach wykorzystujacych
drzewa wyprowadzenia, gdyz drzewa staja sie prawie binarne).

Twierdzenie

Jesli e ¢ L(G) to mozna przeksztafci¢ G do postaci normalnej
Chomsky'ego.

Transformacja polega na usunieciu symboli pustych z produkgji
gramatyki oraz produkcji postaci A — B. Produkcje postaci
A = A1AxAs. .. A, gdzie A; € N zastepujemy przez zbiér:

A — AlDl7 D1 — A2D2, D2 — A3D3, -~-Dk—1 — Ak—lAk-
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Lemat o pompowaniu

Jesli L bezkontekstowy, to dla z € L dostatecznie duzych
(wiekszych od pewnej statej c) istnieje rozktad z = uvwxy, vx # €
spetniajacy [(V i) uv'wx'y € L] & |vwx| < c.
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Zastosowania Lematu o pompowaniu

Z lematu o pompowaniu natychmiast wynika, ze nastepujace jezyki
nie sa bezkontekstowe:

[1 = {a"b"c" : n>1}, [2 = {dWa'b :ij>1}
Nieskoriczony jezyk nie zawierajacy stéw postaci x3, nie jest
bezkontekstowy ( nie ma “pompowania”). Tak wiec zbiory
prefikséw /podstéw stowa Thue-Morse'a i Fibonacciego nie sa
bezkontekstowe poniewaz stowo 7 nie zawiera x3, a stowo F nie
zawiera x*. Jezyk L3 stéw binarnych typu xx nie jest
bezkontekstowy, gdyz

3nathTatht = L2

Dla L = {a'bla'bk: k>1} - {aPa'b/ : k > 1} mamy
VL = [2. Zatem operacja /- wyprowadza poza klase jezykéw
bezkontekstowych.
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Twierdzenie

Klasa jezykéw bezkontekstowych nie jest zamknieta na dopetnienie
I przeciecie teoriomnogosciowe.

@ Dopetnienie L1 jest bezkontekstowe, a L1 nie jest
bezkontekstowy, dowodzi to niezamknietosci na dopetnienie.

o Jezyki {a'b'c/ : i,j> 1}, {albic’: i,j> 1} sa
bezkontekstowe, ich przeciecie, réwne L1, nie jest jezykiem
bezkontekstowym:

[1 = {a'bd: i j>1}, n{dbc: ij>1}

Twierdzenie

Klasa jezykéw bezkontekstowych jest zamknieta na operacje U, , ,
konkatencje, odwracanie stéw, oraz branie wszystkich przesunie¢
cyklicznych.

JAO - lematy o “pompowaniu” dla jezykow bezkontekstow



Lemat Ogdena

Dla jezyka a*bc U {aPba"ca” : p liczba pierwsza, n > 1}
zwyczajny lemat o pompowaniu "nie chwyta”, wzmocnijmy go.

Lemat (Lemat "o pompowaniu kontrolowanym®,

uproszczony lemat Ogdena)

Istnieje taka stata c, Ze jesli zaznaczymy co najmniej ¢ pozycji w
stowie z € L to jedna z czesci pompujacych (v, x w dekompozycji
uvwxy ) zawiera wyrézniona pozycje

Uzasadnienie. Tym razem rozwazamy tylko istotne wierzchotki
drzewa wyprowadzenia, tzn. te z ktérych wychodza co najmniej
dwie rézne krawedzie bedace poczatkami Sciezek do liscia (pozycji
w stowie terminalnym) wyréznionego. Istnieje Sciezka na ktérej sa
dwa istotne wierzchotki o tej samej etykiecie (nieterminalu). Teraz
drzewo "paczkuje” tak jak poprzednio.
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Zastosowania lematu o pompowaniu kontrolowanym

Lemat o pompowaniu kontrolowanym zastosujemy do jezyka
{a'bak : i#ji#kj+k}

Niech ¢ bedzie stata z lematu. Wezmy stowo ab'a>".
Zaznaczamy prefiks dtugosci ¢, wymuszamy by jedna z czesci
pompujacych byta w pierwszej grupie liter a.

Podobnie dla jezyka

{a bk (i=jlubj=k)&i#k}

Korzystajac z Lematu Ogdena mozna udowodnié, ze zbiér stéw bez
nietrywialnego okresu oraz jego dopetnienie nie sg bezkontekstowe.
Natomiast jezyk stéw zawierajacych pewne podstowo typu

xx, x # ¢, dla alfabetu ternarnego, nie jest bezkontekstowy, ale nie
widac¢ jak wykorzysta¢ tutaj lemat Ogdena.
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Jednoznacznos¢ jezykéw bezkontekstowych

Gramatyka bezkontekstowa G jest jednoznaczna jesli dla kazdego
stowa w € L(G) istnieje tylko jedno drzewo wyprowadzenia w tej
gramatyce.

Na przyktad gramatyka dla D :

S=(5)15510)
jest niejednoznaczna, natomiast jest jednoznazna gramatyka:
S5=(5)1(5)s10)
Jezyk bezkontekstowy nazywamy jednoznacznym jesli jest
generowany przez pewng gramatyke jednoznaczna.

Tak wiec jezyk D; jest jezykiem jednoznacznym (jak réwniez jezyki
nawiasowe Dy z k typami nawiaséw).

JAO - lematy o “pompowaniu” dla jezykow bezkontekstow



Istnienie jezyka niejednoznacznego

Twierdzenie

Jezyk {a'b'c) i, j>1}u{a'bdd i, j>1) jest
niejednoznaczny.

Stosujemy takie rozumowanie jak w dowodzie lematu o
pompowaniu kontrolowanym. Przypusémy, ze gramatyka
jednoznaczna G generuje nasz jezyk, niech p bedzie statg z lematu.
Wezmy stowo aPbPcPtP! i wyréznijmy wszystkie a. Wtedy pierwsza
czeSc pompujaca musi bé w bloku a (na rysunku z6tta), a druga w
bloku symboli b (czerwony na rysunku). Po podpompowaniu
otrzymujemy wyyprowadzenie stowa aPtP'pPHP PP\ ktérym
pewne poddrzewo T1 zaczyna sie w bloku liter a i w bloku liter b,
nie dalej niz p symboli od prawego korca tego bloku (kolor
czerwony).
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Dowod twierdzenia o niejednoznacznosci

Stosujac symetryczne rozumowanie dla stowa aPtP'bPcP, w ktérym
wyrézniamy ostatni blok, otrzymamy drzewo wyprowadzenia stowa

| ] ]
aP+P- bp+P- CP+P-

w ktérym pewne poddrzewo T2 zaczyna sie w bloku liter b, nie dalej niz
p pozycji od lewego konca tego bloku, a koficzy w bloku liter c.

s,

Poddrzewo T1

aaaaa bbbbb cccccecceccecceece [/

aaaaaaaaaaaaaaaaaa bbbbbbbbbbbbbbbbbb cccceececcececececee
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Niejednoznacznos¢

Drzewa T1, T2 nie moga by¢ poddrzewami tego samego drzewa,
poniewaz sie przecinaja (patrz rysunek). Zatem mamy wiecej niz
jedno drzewo wyprowadzenia (niejednoznacznosc).

Poddrzewo T2

Poddrzewo T1

aaaaaaaaaaaaaaaaaa bbbbbbbbbbbbbbbbbb ccecccecececcecceeeeee
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Twierdzenie Parikha dla jezykéw bezkontekstowych

Przypomnienie: W jest funkcja Parikha. Nastepujace twierdzenie
jest réwniez konsekwencja wtasnosci pompujacych dla jezykow
bezkontekstowych.

Twierdzenie

Jesli L jest jezykiem bezkontekstowym to istnieje jezyk R regularny
taki, ze V(L) = V(R).

(Szkic dowodu)

Zatézmy, ze gramatyka bezk. G jest w postaci normalne;
Chomsky'ego i ma k nieterminali.

Niech N bedzie taka staty, ze w kazdym drzewie wyprowadzenia
stowa dtugosci co najmniej N istnieje sciezka na ktdrej pewien
nieterminal pojawia sie co najmniej k + 2 razy.
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Szkic dowodu twierdzenia Parikha

Niech Q bedzie podzbioremz zbioru nieterminali i niech Ly bedzie
zbiorem stéw majacych drzewo wyprowadzenia zawierajace
doktadnie wszystkie nieterminale z @ i zadnych innych.

Niech Fg bedzie zbiorem stéw z Lo o dtugosci co najwyzej N, a
T bedzie zbiorem stow xy takich, ze |xy| < N oraz istnieje
wyprowadzenie A —* xAy w ktérym wystepuja jedynie nieterminale
z Q. Wtedy

V(Lg) = V(Fo To)
Zatem Lo = [Jgo Lq jest w sensie Parikha réwnowazny jezykowi
ktory jest regularny, gdyz zbiory Fg i T, sa skonczone.
Mamy

V(L) = [ W(Fo T§)
Q
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Lemat o pompowaniu dla jezykéw liniowych

Jesli L jest liniowym jezykiem bezkontekstowym, to dla z € L
dostatecznie duzych (wigkszych od pewnej stafej c) istnieje rozktad
z = uvwxy, vx # € spetniajacy

[(Vi)uw'wx'y e L] & |uvxy|<c

Czesci pompujace s3 blisko brzegéw stowa. Wynika stad

Istnieja jezyki bezkontekstowe, ktére nie s3 liniowe, na przyktad
jezyk

{ab'db :ij>1}
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