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k-Równowa»no±¢ stanów automatu deterministycznego

Dla j¦zyka L oznaczmy Lk = L ∩ Σ≤k . Niech L(A, q) b¦dzie

j¦zykiem akceptowanym przez automat A w którym stan

pocz¡tkowy zamienili±my na q.

Dwa stany p, q s¡ z de�nicji k-równowa»ne, gdy s¡ równowa»ne z

dokªadno±ci¡ do sªów dªugo±ci co najwy»ej k , czyli je±li

Lk(A, p) = Lk(A, q). Oznaczamy przez Rk relacj¦ k-równowa»no±ci.

Fakt. Ri = Ri+1 implikuje Ri = Ri+2 oraz Ri jest ko«cow¡ relacj¡

równowa»no±ci stanów.

Wniosek. Minimalne sªowo rozró»niajace dwa automaty o liczbie

stanów n,m ma dªugo±¢ co najwy»ej n + m − 2.
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Minimalne sªowo rozró»niajace mo»e by¢ dªugie

Najkrótsze sªowo które rozró»nia te dwa automaty ma dªugo±¢

dokªadnie n + m − 2
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Minimalizacja automatu

Podej±cie teoriografowe:
tworzymy graf G :

w¦zªy to pary stanów,

tworzymy kraw¦dzie (s, s ′)→ (δ(s.a), δ(s ′, a)) dla ka»dej pary

stanów s, s ′ i symbolu a ∈ Σ.

Stany s, s ′ nie s¡ równowa»ne, wtedy i tylko wtedy gdy istnieje w G

±cie»ka od (s, s ′) do F × (Q − F ). Daje to algorytm O(n2) na

minimalizacj¦ automatu.

Sklejamy klasy równowa»nych stanów, w rezultacie otrzymujemy

automat minimalny (zªo»ony ze stanów osi¡galnych ze stanu

pocz¡tkowego).
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Przykªad minimalizacji automatu

Niech stanami akceptuj¡cymi bed¡ 3, 5. Po minimalizacja stany

0, 1, 2, 4 sklej¡ sie w jeden stan, podobnie stany 3, 5. Nowy stan

akcptuj¡cy to zbiór {3, 5} sklejony do jednego stanu.
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Przykªad trudniejszego minimalnego automatu.

Niech L(m, k) bedzie zbiorem sªów zerojedynkowych, takich »e w

ka»dym podsªowie dªugo±ci m jest co najwy»ej k jedynek.

Minimalny automat dla L(5, 2) jest podany poni»ej, bez stanu

�±mietnik�, q0 = 11000. Ogólnie minimalny automat

deterministyczny ma
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Równowa»no±¢ det. automatów sko«czonych

.

Zamiast sprawdza¢ równowa»no±¢ dwóch automatów ªatwiej

sprawdza¢ równowa»no±¢ dokªadnie dwóch stanów q1, q2 tego

samego automatu (mo»na dwa automaty zª¡czy¢ w jeden).

Algorytm
kolejka K pocz¡tkowo zawiera tylko par¦ (q1, q2);
tworzymy podziaª Q na bloki b¦d¡ce singletonami.

while K 6= ∅ do
(p, q) := delete(K ); A := Find(p); B := Find(q);
je±li A 6= B to

∀ a ∈ Σ: Union(A,B); insert((δ(p, a), δ(q, a)),K )

Stany q1, q2 nie s¡ równowa»ne wtw gdy jaki± blok zawiera

jednocze±nie stan akceptuj¡cy i nieakceptuj¡cy. Algorytm dziaªa w

czasie O(n · |Σ| · log∗ n)
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Inne problemy decyzyjne dla automatów sko«czonych i wyra»e« regularnych

Problem �membership� dla standardowych wyra»e« mo»na

rozwi¡za¢ w czasie O(n · r) gdzie r dªugo±¢ wyra»enia, n

dªugo±¢ tekstu. Algorytm poprzez symulacj¦ automatu.

Problem �membership� dla rozszerzonych wyra»e« regularnych

mo»na rozwi¡za¢ w czasie wielomianowym metod¡

programowania dynamicznego.

Inne problemy w czasie wielomianowym: czy j¦zyk jest pusty,

czy j¦zyk jest niesko«czony.

Sprawdzanie czy L(A) = Σ∗. Wielomianowe dla automatów

deterministycznych, natomiast PSPACE -zupeªne dla

niedeterministycznych.
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Twierdzenie Brzozowskiego

Dla deterministycznego lub niedeterministycznego automatu B

przez BR oznaczmy automat w którym odwrócono wszystkie

strzaªki i zamieniono stany akceptuj¡ce z pocz¡tkowymi. Automat

BR nazywamy odwróceniem automatu B .

Stan automatu jest bezu»yteczny gdy nie jest si¡galny ze stanu

pocz¡tkowego.

Twierdzenie

(Janusza Brzozowskiego)
Je±li automat niedeterministyczny A jest odwróceniem pewnego

deterministycznego automatu B bez bezu»ytecznych stanów, to

deterministyczny automat pot¦gowy P(A) jest automatem

minimalnym.
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Przykªad zastosowania Twierdzenia Brzozowskiego

Niech Σ = {a, b} oraz niech:

L = Σn · a · Σ∗

Istnieje prosty automat deterministyczny A maj¡cy n + 2 stany.

Odwróceniem AR jest automat niedeterministyczny maj¡cy te»

n + 2 stany akceptuj¡cy j¦zyk

LR = Σ∗ · a · Σn

Konstrukcja pot¦gowa daje automat warstwowy P(AR), stanami s¡

wszystkie zbiory stanów zawieraj¡ce stan pocz¡tkowy AR , wiemy »e

takich zbiorów jest 2n+1.

Z twierdzenia Brzozowskiego wiemy »e jest to konstrukcja

optymalna, nie musimy dowodzi¢ minimalno±ci.
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Automaty i mno»enie macierzy.

Dla automatu A niech Ma b¦dzie n × n macierz¡ logiczn¡

odpowiadaj¡c¡ przej±ciom za pomoca litery a. Wtedy akceptacja

sªowa w = a1a2 . . . am mo»e byc sprowadzona do mno»enia

Ma1Ma2Ma3 × ..Mam .

Je±li mamy algorytm mno»enia macierzy w czasie O(nω) to

dla sªowa w i liczby r mo»emy sprawdzi¢ czy deterministyczny

automat A akceptuje w r w czasie O(nω · (|w |+ log r)).

mo»emy policzyc liczb¦ sªów dªugo±ci r które akceptuje

deterministyczny automat A w czasie O(nω · log r).

je±li A jest niedeterministyczny, akceptuje sko«czony j¦zyk i

|Σ| = 1 to |L(A)| liczymy w czasie O(nω · log n).
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