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Dowodzenie nieregularnosci jezyka

e [lemat o pompowaniu] Jesli L regularny to istnieje stata ¢
spetniajaca : jezeli z € L, |z| > ¢ to istnieje dekompozycja
w = u-v-xtak, ze uv'x € L dla kazdego i > 0

e [lemat o skonczonej liczbie ilorazéw] Jesli L regularny to
liczba ilorazéw L jest skonczona, liczba stanéw automatu jest
nie mniejsza niz liczba ilorazéw, gdzie ilorazy zdefiniowane sa
nastepujaco:

Lju={w:uwel}

e [ogtupianie automatu| Po wczytaniu danego stowa automat
nie moze rozrézni¢ wiecej nastepnych stéw niz liczba stanéw .
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Typowe zastosowania kryteriéw na nieregularnos¢

Lemat o pompowaniu stosuje sie zazwyczaj w stowarzyszeniu z
nastepujacymi faktami (dowodzonymi potem):

Jezyk jest akceptowany przez automat skoriczony wtw gdy jest
regularny. Przeciecie i dopetnienie teoriomongosciowe jezykéw
regularnych jest jezykiem regularnym.

Przyktady. Nastepujace jezyki nie s3 regularne:
{a"b": n>1}, {a": n jest liczba pierwsza}
L = zbiér binarnych zapiséw liczb pierwszych

L = zbiér binarnych zapiséw kwadratéw liczb naturalnych

Niech0 <r<1l. L={xe (0U1)t : [0.x]2 > r } jest regularny
wtw gdy r jest wymierne.

JAO - Jezyki, Automaty i Obliczenia - Wyktad 2



Automat ilorazowy

Niech L bedzie jezykiem akceptowanym przez det. automat
skoriczony. Minimalna liczba stanéw det. automatu skorncznego
akceptujacego L jest réwna liczbie réznych ilorazéw L

Uzasadnienie. Wiemy, ze L jest akceptowany przez aut. skonczony,
zatem liczba jego ilorazéw jest skonczona. Konstruujemy tzw.
automat ilorazowy:
A= (X, Q,9,q0,F), gdzie :
Q - zbiér ilorazéw L;
qo=1L/e=1L
F={{X:1eeX}
0(X,a) = X/adlaae¥x.
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Przyktad

Niech ¥ = {a, b} oraz

Wtedy wszystkie ilorazy
{L/w : wex"}

s3 parami rézne. Rozmiar zbioru ¥ wynosi 2" 1.
Zatem deterministyczny automat akceptujacy ten jezyk musi mie¢
co najmniej 2"t réznych stanéw. Taki automat istnieje.
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Algebra ilorazéw

Majac wyrazenie regularne mozemy je dzieli¢ przez kolejne litery
stowa, sprowadzajac dzielenie do coraz prostszych wyrazen.

e (XUY)/a = X/auY/a
o (X-Y)/a= X-(Y/a)uU X/a-e(Y),
gdzie e(Y) = e ifee Y, wpp. e(Y) =10

Dla matych wyrazen mozemy policzy¢ recznie wszystkie ilorazy
(jako wyrazenia regularne), waskim gardfem jest sprawdzanie, ktére
z tych wyrazen sa parami réwne.

W ten sposéb mamy pewng bardziej konstruktywna metode liczenia
automatu ilorazowego. Potem podamy algorytm efektywniejszy,
dziatajacy w czasie wielomianowym ze wzgledu na faczny rozmiar
wejscia i wyjscia.
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Przyktady operacji na automatach

Dla jezyka L = L(A) rozwazmy jezyki:
O VL={w:wwell
Q@ VL={w:3k>1wkel}
QL ={{w:w"ClL}
Dowodzimy regularnosci tych jezykéw konstruujac automat

transformacyjny T(A).
Zbiorem stanéw T (A) sa wszystkie funkcje (transformacje)

f:Q—=Q

Dla a € ¥ oznaczmy §, = I(x, a).
W automacie funkcyjnym stan poczatkowy to identycznosc.

Funkcja przejsé &’ to:
§(f,a) = f-d,.
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Operacje na automacie c.d.

Niech F bedzie zbiorem stanéw akceptujacych automatu A, a qo
jego stanem poczatkowym.

Biorac odpowiedni zbiér F’ stanéw akceptujacych pokaza¢ mozna,
ze kazdy z jezykéw (1-3) jest regularny. Zbiorem stanéw
akceptujacych F/ w T(A) jest, zaleznie od przypadku:

o F''={f: f*(q)eF}
o F'' = {f : f¥(qo) € F dla pewnego k >1}

o F' = {f : f2(qo) € F dla kazdego k > 1}
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Niedeterministyczne automaty skonczone

Niedeterministyczny automat skonczony jest formalnie réwniez
opisany piatka obiektéw:

A= (¥,Q,0,Qo, F), gdzie
0 jest funkcja niedeterministyczna (relacja):
0 Q Xx X — podzbiory Q

a zamiast jednego stanu poczatkowego mamy zbiér Qp stanéw
poczatkowych. Automat moze niedeterministycznie rozpoczac
dziatanie w jednym z nich.

Piszemy g — ¢’ gdy ¢’ € 6(q, a). Niech —* bedzie domknieciem
tej relacji ze wzgledu na wszystkie stowa. Podobnie jak poprzednio:

L(A) ={weX : (3qeQ,qdeF)g-4}
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Konstrukcja automatu potegowego

Twierdzenie

Dla kazdego automatu niedeterministycznego A = (¥, Q, Qu, 9, F)

istnieje rownowazny automat deterministyczny (taki, ze
L(A) = L(P(A)))-

Konstrukcja automatu potegowego. Skonstruujemy automat
P(A), réwnowazny A, nazywany automatem potegowym dla A.
Automat P(A) jest reprezentowany przez piatke

P(A) = (X,Q,q4, ¢, F'), gdzie,

° gy = Qo,

o F/'={X: XNF#0},

0 ¥(X,a) = {¢de€Q:3geXqg-4q}

e Q' jest rodzing zbioréw stanéw osiagalnych z Qp za pomoca

operacji ¢'. Elementy Q' nazywamy warstwami.
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Jesli A, = (%, Q, Qo, d, F) jest automatem (deterministycznym lub
nie) to przez AR oznaczmy automat ktéry ma taki sam zbiér
stanéw i alfabet wejsciwy X i spetnia

(L(AR = L(AR).

AR r62ni sie od A nastepujaco:

o Zbiér stanéw poczatkowych AR jest réwny F;
@ Zbiér stanéw akceptujacych AR jest réwny Qp;
VaeX)g Sprqd & ¢d Saq
Dla dowolnego stowa w € X* zachodzi:
g a4 & ¢ —Saq.
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Przyktad automatu niedeterministycznego

Niech ¥ = {a, b}. Ponizszy automat A, dla k = 6, akceptuje
jezyk
L =% a-xk 1

Automat sprawdza czy k-ta pozycja od konca jest jedynka.

Po odwréceniu strzatek i zamiany "stan akceptujacy poczatkowy”
otrzymujemy automat deterministyczny A’ akceptujacy
LR = $k=1.a.%* majacy tylko k + 1 stanéw.

;3I 5 ) b b
\ a . a,b s a'b‘-*-o a a a

(6] o L]

k = 6: automat niedeterministyczny majacy n = k + 1 stanéw dla
ktérego minimalny automat det. ma 27! = 64 stany.
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Przykfad automatu niedeterministycznego c.d.

Najmniejszy automat deterministyczny akceptujacy L(A) ma 2¥
stanéw, co wynika z konstrukcji potegowej (podzbiorowej), gdyz
mamy 2X warstw osiagalnych z {qo}. Kazda warstawa jest
podzbiorem [0..k] zawierajagcym 0. Zamiast konstrukcji potegowe;j
mozemy skonstruowa¢ automat deterministyczny pamietajacy
ostatnie k wczytanych symboli:

° Q=71K
o qo = 0K,
@ 0(ajax...ak, s) = (azaz...axs);

e F = {8132...ak . 81:1}.

Jesli alfabet jest binarny to graf automatu jest grafem DeBruijna.
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Graf de Bruijna jako automat deterministyczny akceptujacy {0,1}*1{0,1}2.

0
110
100

=%
AT

001 —————— 011

Stany akceptujace zaczynaja sie jedynka.
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Przykfad automatu niedeterministycznego o trudnej determinizacji

Niech ¥ = {a, b}. Ponizszy niedeterministyczny automat A
akceptuje jezyk trudny dla automatu deterministycznego. Stan
akceptujacy jest jednoczesnie jedynym stanem poczatkowym.

Jesli A ma n stanéw to najmniejszy automat deterministyczny
akceptujacy L(A) ma doktadnie 2" stanéw (ekstremalny przypadek).
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Zbiér stanéw A to Q = {1,2,...n}. Pokazemy, ze ze zbioru {1}
mozna osiaggna¢ w P(A) kazdy podzbiér Q.

Przykfad. n = 6, generacja {1, 3, 5} :
a* ab aa
{1} — {172737475} — {273747576} — {]‘72747576}

b, 12,4,5,6) 2% {1,2,4,6) -2 {2,4,6} -2 {1,3,5}.

Podzbiory @ utozsamiamy z ciaggami binarnymi je reprezentujacymi.
Mamy operacje cyklicznego przestawiania ciggu (ostatni element na
poczatek) za pomoca przejscia a lub ab. Poza tym mozemy
zamieniaé pierwszy bit na zero poprzez przejscie b. Teraz wystarczy
jedynie poczatkowo wygenerowaé zbiér @ za pomoca a”,
otrzymujac 1". Potem przesuwajac cyklicznie i zerujac pierwszy bit
otrzymamy dowolng konfiguracje.
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Inny przyktad automatu niedeterministycznego

Niech ¥ = {a, b}. Inny przyktad niedeterministycznego automatu
akceptujacego jezyk trudny dla automatu deterministycznego. Stan
akceptujacy jest jednoczesnie jedynym stanem poczatkowym.

START. 7 accept

Jesli A ma n stanéw to najmniejszy automat deterministyczny
akceptujacy L(A) ma doktadnie 2" stanéw
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Automatu deterministyczny o trudnej odwrotnosci

Ponizszy automat deterministyczny A ma n stanéw. Stan
akceptujacy jest jednoczesnie jedynym stanem poczatkowym.

[4 b,c

be b b,c b,e b,
TN KD KD KO P
> 0 - o o]
a,c a a a a
v

Dla tego automatu niedeterministyczny automat odwrécony AR ma
tez n stanéw, ale deterministyczny automat réwnowazny AR musi
mie¢ co najmniej 2" stanéw. Jest to przypadek ekstremalny dla
operacji odwracania automatu deterministycznego.
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Pseudo-zastosowanie automatéw niedeterministycznych

Zamek w sejfie jest okregiem na ktérym sa cyklicznie utozone
przyciski binarne: 1 (otwarty przycisk), 0 (zamkniety). Przed
wykonaniem kazdej operacji zamek losowo rotuje (przesuwa sie
cyklicznie). Przyciski sa nieodréznialne a ich stan nie jest znany
(poza momentem otwarcia zamka).

Pojedyncza operacja to cigg n-bitowy (i-ty bit jest réwny jeden,
A;(n) = 1, gdy wciskamy przycisk 7). Wciéniecie przycisku zmienia
jego stan zerojednkowe na przeciwny. Stan zamka to klasa
réwowaznosci cyklicznej stéw binarnych dtugosci n. Zamek sie
otwiera automatycznie, gdy wszystkie przyciski maja te sama
wartos¢ 1 (sa otwarte) lub 0 (s3 zamknigte).

Problem: poda¢ sztywny ciag operacji A(n) ktéry zawsze otwiera
zamek. Niezaleznie od losowych rotacji i losowe]j konfiguracji
poczatkowej w pewnym momencie wszystkie przyciski s3 w tym
samym stanie.
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Rozwazymy na razie tylko przypadek n = 4, konfiguracje, w ktérych
nie wszystkie przyciski s3 w tym samym stanie Mozliwe konfiguracje
(jako reprezentanci klas cyklicznej réownowazosci to

1: 00 o0e,

2: 00006,

3:- 00 0 @ .

Na przyktad konfiguracja 1 oznacza sytuacje gdy jeden przycisk jest
inny od wszystkich pozostatych, chociaz nie wiemy jaki ma on
status.

Mozemy wykona¢ 3 sensowne ruchy:

a: zmieni¢ stan jednego przycisku (réwnowazne zmianie trzech)
b: zmieni¢ stan 2 sasiednich przyciskéw
c: zmieni¢ stan 2 niesasiednich przyciskéw
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Po zdeterminizowaniu ponizszego automatu znajdujemy, ze
najkrétszy ciag otwierajacy zawsze sejf dla n = 4 to 7-elementowy
ciag cbcachc, prowadzi on do stanu () w zdeterminizowanym
automacie.

Automat niedeterministyczny dla
n = 4, wszystkie stany sa akceptujace i poczatkowe. Ciag
otwierajacy sejf to stowo nieakceptowane przez ten automat.

JAO - Jezyki, Automaty i Obliczenia - Wyktad 2



Rozwazmy problem dla dowolnego n, tym razem zadamy by
wszystkie przyciski znalazty sie jednoczesnie w stanie 1 (otwarte).

Problem: poda¢ sztywny ciag operacji A(n) ktéry zawsze otwiera
zamek. Niezaleznie od losowych rotacji i losowe] konfiguracji
poczatkowej w pewnym momencie wszystkie przyciski s3 w stanie 1.

Rozwazamy ciagi typu X(n), ktére maja tutaj dtugos¢ 2" — 1.
Xjast(n) oznacza ostatni element ciagu.
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Zdefiniujmy operacje

X(n) @ X'(n) = (Xu(m)X{(n), Xa(n)X3(n). ... Xiast(n)Xjsse(n) )-

Przyktfad:

(01, 11, 10) ® (10, 11, 00) = (0110, 1111, 1000).
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Wzory rekurencyjne. Niech Z(n_) bedzie ciagiem, ktérego
wszystkie elementy sa réwne 0”. A(n) bedzie rozwigzaniem
(ciagiem otwierajacym) dla n bedacych potegami dwdéjki, elementy

A(n) sa stowami binarnymi n-bitowymi. Dtugos¢ ciagu to 2" — 1.
Niech A(2) = (11,01,11) oraz niech dla n > 2:
B(n) = A(n)® A(n)
C(n) = Z(n)® A(n)
A(2n) = (B(n), Gi(n), B(n), Co(n), ... B(n); Ciast(n), B(n)).
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Fakt. Problem cyklicznego zamka ma rozwigzanie wtedy i tylko
wtedy gdy n jest potega dwojki.

Uzasadnienie.

(n jest potega dwdjki) Sekwencja B(n) "utozsamia” przyciski
znajdujace sie naprzeciwko siebie(wzgledem srodka cyklicznego
zamka). Inaczej méwiac przyciski i, i + n/2 s3 jednoczesnie
wciskane albo jednoczesnie nie wciskane. Natomiast sekwencja
C(n) ustawia przciski i, dla i > n/2 tak, aby kazde i byto w tym
samym stanie co i + n/2.
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(n nie jest potega dwdjki) Pokazemy niemozliwos¢ rozwigzania
na przykfadzie n = 12, rozwazmy tylko przyciski 1, 5, 9 roztozone
réownomiernie na cyklu. Jesli przyciski 1 i 5 maja r6zne wartosci, to
dla kazdej operacji (na wszystkich przyciskach) tak mozemy
pokreci¢ zamkiem, ze 1 i 5 dalej beda mie¢ rézne wartosci. Czyli
jest ciag rotacji bedacy kontrprzyktadem dla kazdego ciagu A(n).

Komentarz. Pokazalismy, ze dla poteg 2 istnieje rozwiazanie
dtugsci co najwyzej 2" — 1. Jesli chcemy tylko dojs¢ do konfiguracji
ze wszystkie przyciski maja te sama waros¢ to np. dla n =4
wystarczy i potrzeba 7 ruchéw, zamiast 15, a dla n = 8 wystarczy
125 ruchéw, poczas gdy 28 — 1 = 255.

Pytanie: jakie s3 naprawde minimalne dtugosci rozwiazan 7
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