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Abstrakcyjna ogólna de�nicja gramatyki

Podstawowymi narz¦dziami abstrakcyjnymi do opisu j¦zyków
formalnych s¡ gramatyki i automaty. Gramatyka jest formalnie
czwórk¡ G = (N,T ,P, S) , gdzie

N - zbiór zmiennych syntaktycznych, inaczej zwanych
symbolami nieterminalnymi (w skrócie nieterminalami)

T - zbiór staªych, inaczej zwanych symbolami terminalnymi (w
skócie terminalami)

P - zbiór reguª postaci α→ β, inaczej zwanych produkcjami,
gdzie:

α ∈ (N ∪ T )+, β ∈ (N ∪ T )∗.

S ∈ N - symbol pocz¡tkowy gramatyki

J¦zyk L(G ) generowany przez G to zbiór sªow nad alfabetem T

które mo»na otrzyma¢ startuj¡c z S i stosuj¡c produkcje (reguªy)
gramatyki.
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Hierarchia Chomsky'ego gramatyk

typu(0) kombinatoryczne (bez ogranicze«)

typu (1) kontekstowe, produkcje postaci
α · A · β → α · γ · β, gdzie |γ| ≥ 1, A ∈ N.
Wyj¡tkiem mog¡ by¢ produkcje S → ε, ale wtedy S nie mo»e
wyst¡pi¢ po prawej stronie »adnej produkcji

typu(2) bezkontekstowe, produkcje postaci
A→ β gdzie A ∈ N.

typu(3) jednostronnie liniowe. W szczególno±ci prawostronnie
liniowe gdy produkcje postaci

A→ wB lub A→ ε, gdzie w ∈ T ∗, A,B ∈ N.

Lewostronnie liniowe de�niujemy analogicznie.
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Przykªad gramatyki typu (0)

Generowanie L1 = { ak : k jest dodatni¡ pot¦g¡ 2}

S → AaB, A→ AA, A→ C ,

Ca→ aaC , CB → B, B → ε

Przykªad generacji:

S → AaB →∗ AkaB →∗ C kaB

→ C k−1a2C 1B →∗ C k−2a4C 2B

→∗ a2
k

C kB →∗ a2
k

.
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Przykªad gramatyki kontekstowej, typu (1)

Generowanie L2 = { anbncn : n ≥ 1 }

S → ABSc | Abc, BA→ CA, CA→ CB

CB → AB, Bb → bb, A→ a

Zauwa»my, »e AB →∗ BA, oraz

(AB)kb →∗ A(BA)k−1Bb →∗ AkBk−1b →∗ akbk

Przykªad generacji:

S → ∗ABSc →∗ (AB)n−1Abcn =

A(BA)n−1bcn →∗ a(BA)n−1bcn →∗ anbncn

Relacja: klasy gramatyk - klasy automatow



Przykªad gramatyki monotonicznej niekontekstowej

Produkcje postaci α→ β, gdzie |α| 6= ε oraz |α| ≤ |β|.

Fakt

Ka»da gramatyka kontekstowa nie u»ywaj¡ca sªowa pustego jest
równowa»na pewnej gramatyce monotonicznej i odwrotnie.

Ten sam j¦zyk L2 = { anbncn : n ≥ 1 }.

S → aBSc | abc Ba→ aB Bb → bb.

Zauwa»my, »e Bn−1b →∗ bn.
Mamy wyprowadzenie:

S → aBSc → aBaBScc →→ aBaBaBSccc

→ aBaBaBabcccc →∗ (aB)n−1abcn

anBn−1bcn →∗ anbncn.

Relacja: klasy gramatyk - klasy automatow



Klasy automatów

Ogólnie automaty to abstrakcyjne modele algorytmu decyzyjnego.
Zalet¡ i jednocze±nie wad¡ automatów jest uproszczony model
oblicze«.

Nieformalny opis automatu z pami¦ci¡ typu T :

automat czyta sªowo wej±ciowe symbol po symbolu,

ma sko«czon¡ liczb¦ stanów

ma dodatkow¡ pami¦¢ typu T
j¦zyk L(A) sªów akceptowanych przez automat skªada sie z
ci¡gów po wczytaniu których, po pewnej liczbie kroków,
automat znajdzie si¦ w stanie akceptuj¡cym
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Klasy automatów

Klasa automatów odpowiada rodzajowi dodatkowej pami¦ci T :

typ (0) maszyny Turinga
(pami¦¢ T = ta±ma)

typ (1) liniowo ograniczone
(T = ta±ma o dªugo±ci liniowej)

typ (2) stosowe, inaczej zwane �ze stosem�,
(T = stos )

typ (3) sko«czone (T = ∅).

Mo»e te» by¢ T = kolejka (kolejki), licznik (liczniki).

Twierdzenie

Gramatyki typu i odpowiadaj¡ automatom typu i , dla i = 0 . . . 3.
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Mor�zmy i j¦zyki równo±ciowe

Do opisu j¦zyka/sªowa cz¦sto u»ywane s¡ mor�zmy (kodowania).
Mor�zm to funkcja

h : Σ1 → Σ∗
2

Funkcja h rozszerza sie automatycznie na wszystkie sªówa,
zapisujemy t¦ funkcje tak samo, cho¢ (czysto formalnie) jest to ju»
inna funkcja (rozszerzenie h):

h : Σ∗
1 → Σ∗

2

Rozszerzenie jest zde�niowane tak aby zachodziªo

h(xy) = h(x)h(y)

Zde�niujmy j¦zyk równo±ciowy:

EQ(h, g) = {w 6= ε : h(w) = g(w) }
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Problem odpowiednio±ci Posta

Na przykªad ªatwo sie opisuje za pomoc¡ zbiorów równo±ciowych
j¦zyk

L = {w ∈ {a, b}+ : #a(w) = 2 ·#a(w)}

We¹my:

h(a) = 11; h(b) = ε, g(a) = ε, g(b) = 1.

Wtedy L = EQ(h, g). J¦zyki równo±ciowe, jako problemy decyzyjne,
s¡ bardzo trudne.

Problem odpowiednio±ci Posta: sprawdzi¢ czy EQ(g , h) = ∅ dla
danych mor�zów g , h.

Twierdzenie

Problem odpowiednio±ci Posta jest nierozstrzygalny.
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Problem odpowiednio±ci Posta cd.

Problem mo»na zde�niowa¢ inaczej. Dane s¡ dwie listy sªów:

( x1, x2, x3, . . . xk ), ( y1, y2, y3, . . . yk )

Pytamy czy istnieje niepusty ci¡g i1, i2, i3, . . . im taki, »e

xi1xi2xi3 . . . xim = yi1yi2yi3 . . . yim

Taki ci¡g i1, i2, i3, . . . im nazywamy rozwi¡zaniem problemu.

Przykªady. We¹my listy

(10, 011, 101), ( 101, 11, 011)

Wtedy problem nie ma rozwi¡zania. Dla list
(1, 10111, 10), (111, 10, 0) mamy (krótkie) rozwi¡zanie
x2x1x1x3 = y2y1y1y3. Natomiast dla list: ( 0, 1, 011 ), ( 1, 011, 0 )
istnieje rozwi¡zanie, ale najkrótsze ma dªugo±¢ m = 75.
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ZMody�kowany problem odpowiednio±ci Posta

Najpierw sprowadzamy problem do przypadku gdy rozwi¡zanie musi
zaczyna¢ si¦ od i1 = 1.
Wprowadzamy mor�zmy α(s) = s∗, β(s) = ∗s.
Dla list

(x1, x2, . . . xk), (y1, y2, . . . yk)

Niech ∗ b¦dzie nowym symbolem. Konstruujemy nowe listy:

(∗α(x1), α(x1), α(x2), α(x3), . . . α(xk), ∗)

(β(y1), β(y1), β(y2), β(y3), . . . β(yk), ∗∗)

Orginalny system ma rozwi¡zanie wtw. gdy nowy ma zaczynaj¡ce
si¦ od pierwszej pary. Udowodnimy »e tak zmody�kowany problem
Posta jest nierozstrzygalny.
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Dowód nierozstrzygalno±ci problemu odpowiednio±ci Posta cd.

Przypu±¢my, ¹e mamy gramatyk¦ G typu (0) i chcemy sprawdzi¢

czy u
G−→

∗
v . Doª¡czamy symbole #, $ do alfabetu. Tworzymy

list¦ (xi , yi ) par zªo»on¡ z kilku podlist.

(x1, y1), gdzie x1 = # · u ·#, y1 = # (a, a) dla
ka»dego symbolu z N ∪ {#}.

(β, α) dla ka»dej produkcji α→ β gramatyki.

($, #v$).

Wtedy zmody�kowany problem odpowiednio±ci Posta ma

rozwi¡zanie zaczynaj¡ce si¦ od 1 wtw. gdy u
G−→

∗
v . Z

nierozstrzygalno±ci sprawdzania u
G−→

∗
v wynika nierozstrzygalno±¢

problemu Posta.
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Dowód nierozstrzygalno±ci problemu odpowiednio±ci Posta, przykªad

Przypu±¢my, ¹e jedyn¡ reguª¡ gramatyki typu (0) jest

ab → ba

oraz
u = aabb, v = bbaa

Wtedy wyprowadzeniu aabb →∗ bbaa odpowiada nast¦puj¡cy
system:

1 2 3 4 5 6
#aabb# a b ba $ #

# a b ab #bbaa$ #

Najkrótszym rozwi¡zaniem tego systemu, zaczynaj¡cym sie od 1,
jest ci¡g indeksów:

1 2 4 3 6 4 4 4 6 3 4 2 5.
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Wnioski z nierozstrzygalno±ci problemu odpowiednio±ci Posta

Twierdzenie

Problem jednoznaczno±ci gramatyki bezkontekstowej jest

nierozstrzygalny.

Twierdzenie

Problem pusto±ci j¦zyka kontekstowego jest nierozstrzygalny.

W przeciwie«stwie do poprzedniego faktu mamy:

Twierdzenie

Problem przynale»no±ci (ang. membership) do j¦zyka

kontekstowego jest rozstrzygalny.
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