Relacja: klasy gramatyk - klasy automatow

Relacja: klasy gramatyk - klasy automatow



Abstrakcyjna ogélna definicja gramatyki

Podstawowymi narzedziami abstrakcyjnymi do opisu jezykéw
formalnych sa gramatyki i automaty. Gramatyka jest formalnie
czwérka G = (N, T,P,S), gdzie
@ N - zbi6r zmiennych syntaktycznych, inaczej zwanych
symbolami nieterminalnymi (w skrécie nieterminalami)
@ T - zbidr statych, inaczej zwanych symbolami terminalnymi (w
skocie terminalami)
@ P - zbiér regut postaci o — 3, inaczej zwanych produkcjami,
gdzie:
ac(NUT)", Be(NUT)"
@ S € N - symbol poczatkowy gramatyki

Jezyk L(G) generowany przez G to zbiér stow nad alfabetem T
ktére mozna otrzymac startujac z S i stosujac produkcje (reguty)
gramatyki.
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Hierarchia Chomsky'ego gramatyk

e typu(0) kombinatoryczne (bez ograniczen)

e typu (1) kontekstowe, produkcje postaci
a-A-B—a-v-pB, gdzie|y] > 1, Ae N.
Wyjatkiem moga by¢ produkcje S — ¢, ale wtedy S nie moze
wystapi¢ po prawej stronie zadnej produkcji

o typu(2) bezkontekstowe, produkcje postaci
A — [ gdzie Ae N.

e typu(3) jednostronnie liniowe. W szczegdlnosci prawostronnie
liniowe gdy produkcje postaci
A— wBlub A— e gdziewe T* A BeN.

Lewostronnie liniowe definiujemy analogicznie.
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Przyktad gramatyki typu (0)

Generowanie L; = {a* : k jest dodatnia potega 2}

S —>AaB, A— AA, A— C,
Ca— aaC, CB—B, B—«¢
Przyktad generacji:
S — AaB —* AkaB —* CkaB
— CF12CB = ck2a*c?B

k k
—* a2 CkB —* 2%,
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Przyktad gramatyki kontekstowej, typu (1)

Generowanie Ly = {a"b"c” : n>1}
S — ABSc | Abc, BA— CA, CA— (CB

CB — AB, Bb— bb, A—a

Zauwazmy, ze AB —* BA, oraz
(AB)kb —* A(BAY*"1Bb —* AKBK—1p —* akpk
Przyktad generacji:
S — *ABSc —* (AB)" ' Abc" =

A(BA)"1bc" —* a(BA)"thc" —* a"b"c"
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Przyktad gramatyki monotonicznej niekontekstowej

Produkcje postaci o — 3, gdzie || # € oraz || < |f|.

Kazda gramatyka kontekstowa nie uzywajaca stowa pustego jest
réwnowazna pewnej gramatyce monotonicznej i odwrotnie.

Ten sam jezyk L, = {a"b"c" : n>1}.

S — aBSc | abc Ba— aB Bb — bb.

Zauwazmy, ze B"1p —* b".
Mamy wyprowadzenie:

S — aBSc — aBaBScc —— aBaBaBSccc

— aBaBaBabccce —* (aB)™ labc”
a"B" b —* a"b"c".
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Klasy automatéw

Ogdlnie automaty to abstrakcyjne modele algorytmu decyzyjnego.
Zaletg i jednoczesnie wada automatéw jest uproszczony model
obliczen.

Nieformalny opis automatu z pamiecia typu 7

@ automat czyta stowo wejsciowe symbol po symbolu,
@ ma skonczong liczbe stanéw
@ ma dodatkowa pamieé typu T

o jezyk L(A) stow akceptowanych przez automat sktada sie z
ciagéw po wczytaniu ktérych, po pewnej liczbie krokéw,
automat znajdzie si¢ w stanie akceptujacym
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Klasy automatéw

Klasa automatéw odpowiada rodzajowi dodatkowej pamieci 7
e typ (0) maszyny Turinga
(pamie¢ T = tasma)
e typ (1) liniowo ograniczone
(T = tasma o dtugosci liniowe;j)
o typ (2) stosowe, inaczej zwane “ze stosem”,
(T = stos )
o typ (3) skonczone (T = 0).

Moze tez by¢ T = kolejka (kolejki), licznik (liczniki).

Twierdzenie

Gramatyki typu i odpowiadaja automatom typu i, dlai=0...3.
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Morfizmy i jezyki réwnosciowe

Do opisu jezyka/stowa czesto uzywane sa morfizmy (kodowania).
Morfizm to funkcja
h: Zl — Z;

Funkcja h rozszerza sie automatycznie na wszystkie stéwa,
zapisujemy te funkcje tak samo, cho¢ (czysto formalnie) jest to juz
inna funkcja (rozszerzenie h):

h: ¥ — %5
Rozszerzenie jest zdefiniowane tak aby zachodzito
h(xy) = h(x)h(y)
Zdefiniujmy jezyk réwnosSciowy:

EQ(h,g) = {w#e : h(w) = g(w)}
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Problem odpowiedniosci Posta

Na przyktad fatwo sie opisuje za pomoca zbioréw réwnosciowych
Jezyk
L = {we{ab}" : #i(w)=2 #,(w)}

Wezmy:
h(a) =11; h(b) =¢, g(a) =¢, g(b) =1.

Wtedy L = EQ(h, g). Jezyki réwnosciowe, jako problemy decyzyjne,
sg bardzo trudne.

Problem odpowiednioéci Posta: sprawdzi¢ czy EQ(g,h) = 0 dla
danych morfizéw g, h.

Twierdzenie

Problem odpowiedniosci Posta jest nierozstrzygalny.
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Problem odpowiedniosci Posta cd.

Problem mozna zdefiniowa¢ inaczej. Dane s3 dwie listy stéw:
(X1, %2, %3, Xk ), (y1,¥2,¥3,--- Yk )
Pytamy czy istnieje niepusty ciag i, Iz, i3, - . - im taki, ze
XipXia Xiz « - Xiy = Yir Y Yiz -+ - Yim

Taki ciag i, i, i3, - - - Im Nazywamy rozwigzaniem problemu.

Przyktady. Wezmy listy
(10, 011, 101), (101, 11, 011)

Wotedy problem nie ma rozwigzania. Dla list

(1,10111,10), (111,10,0) mamy (krétkie) rozwiazanie

xpx1x1x3 = yay1y1ys. Natomiast dla list: (0, 1, 011), (1, 011, 0)
istnieje rozwiazanie, ale najkrétsze ma dtugosé¢ m = 75.
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ZModyfikowany problem odpowiedniosci Posta

Najpierw sprowadzamy problem do przypadku gdy rozwigzanie musi
zaczyna¢ sie od i = 1.
Woprowadzamy morfizmy a(s) = s*, 5(s) = *s.
Dla list
(x1, %25+ xk)s (Y1, Y25+ k)

Niech * bedzie nowym symbolem. Konstruujemy nowe listy:

(xa(x1), a(x1), a(x2), a(x3),...a(xk), *)
(5()/1)7 B()/l); ,8()/2), B(y3)7"'6()/k)7 **)

Orginalny system ma rozwigzanie wtw. gdy nowy ma zaczynajace
sie od pierwszej pary. Udowodnimy ze tak zmodyfikowany problem
Posta jest nierozstrzygalny.
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Dowod nierozstrzygalnosci problemu odpowiedniosci Posta cd.

Przypus¢my, ze mamy gramatyke G typu (0) i chcemy sprawdzi¢

czy u L Dotaczamy symbole #, $ do alfabetu. Tworzymy
liste (x;j,y;i) par ztozona z kilku podlist.

(x1,y1), gdzie xg = # - u -4, y1 = # (a,a) dla
kazdego symbolu z N U {#}.

(8, ) dla kazdej produkcji o« — 5 gramatyki.
(3, #v$).

Wtedy zmodyfikowany problem odpowiedniosci Posta ma

*
rozwigzanie zaczynajace sie od 1 witw. gdy u I 4
*

nierozstrzygalnosci sprawdzania u — v wynika nierozstrzygalnosé
problemu Posta.
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Dowod nierozstrzygalnosci problemu odpowiedniosci Posta, przyktad

Przypusémy, ze jedyna reguta gramatyki typu (0) jest
ab — ba

oraz

u = aabb, v = bbaa

Wtedy wyprowadzeniu aabb —* bbaa odpowiada nastepujacy
system:

1 2 3 4 5 6
#aabb# a b ba $ #
# a b ab +#bbaa$ #

Najkrétszym rozwigzaniem tego systemu, zaczynajacym sie od 1,
jest ciag indekséw:

1243644463425.
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Whioski z nierozstrzygalnosci problemu odpowiedniosci Posta

Twierdzenie

Problem jednoznacznosci gramatyki bezkontekstowej jest
nierozstrzygalny.

Twierdzenie

Problem pustosci jezyka kontekstowego jest nierozstrzygalny.

W przeciwienstwie do poprzedniego faktu mamy:

Twierdzenie

Problem przynaleznosci (ang. membership) do jezyka
kontekstowego jest rozstrzygalny.
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