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Maszyny Turinga

Maszyna Turinga jest automatem ta±mowym, skª¡da si¦ z ta±my

(tablicy symboli) potencjalnie niesko«czonej w prawo, zakªadamy,»e

w prawie wszystkich (tzn. wszystkich poza sko«czon¡ liczb¡)

klatkach ta±my jest domy±lny symbol B . Formalnie maszyna jest

zadana przez sekwencj¦:

M = (Q, Σ, Γ, δ, q0, B, F )

gdzie:

Q, Σ, Γ to odpowiednio: zbiór stanów, symboli wej±ciowych i

symboli ta±mowych;

δ : Q × Γ ⇒ Q × Γ− {B} × {−1, 0,+1};
q0 ∈ Q, F ⊆ Q;

B to specjalny symbol domy±lny, B /∈ Σ.
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Kon�guracja maszyny Turinga

Kon�guracja maszyny skªada si¦ ze sªowa na ta±mie (pomijaj¡c

symbole B), stanu oraz pozycji gªowicy czytaj¡cej. Je±li sªowem na

ta±mie jest a1a2 . . . am a gªowica czyta symbol k-ty, gdzie

k ≤ m + 1, to zapisujemy kon�guracj¦ jako

a1a2a3 . . . ak−1 q akak+1 . . . am.

Zakªadamy, ze symbolem (m + 1)-szym jest automatycznie B .

Przykªadowa kon�guracja maszyny.

Liniowy zapis kon�guracji to abcaa q cabab.
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Przykªad maszyny Turinga

Nast¦puj¡ca maszyna akceptuje j¦zyk

L = { anbn : n ≥ 1 }

przej±cie p
Z /Z ′ K−→ q oznacza, »e

δ(p,Z ) = (q,Z ′,K ),

gdzie K oznacza ruch gªowicy maszyny.
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Przykªad maszyny Turinga c.d.

Oznaczmy przez ` relacj¦ przej±cia w jednym kroku od jednej

kon�guracji do nast¦pnej. Kon�guracj¡ pocz¡tkow¡ maszyny jest

K0 = q0a1a2 . . . an, gdzie a1a2 . . . an jest sªowem wej±ciowym w

(nad alfabetem Σ).

Maszyna Turinga M akceptuje sªowo gdy z kon�guracji pocz¡tkowej

mo»emy doj±¢ do kon�guracji zawieraj¡cej stan akceptuj¡cy.

J¦zykiem akceptowanym przez M jest

L(M) = {w : q0 w `∗ α q β, dla pewnych α, β ∈ Γ∗, q ∈ F }

Dla naszej przykªadowej maszyny:

q0 0011 `∗ XXYYY q4, oraz q4 ∈ F .

Zatem 0011 ∈ L(M).
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Wersje maszyny Turinga

Mo»liwe s¡ ró»ne wersje maszyny Turinga, równowa»ne co do mocy

obliczeniowej (z dokªadno±cia do funkcji wielomianowej)

Maszyna Turinga z ta±ma niesko«czona w obie strony;

Maszyna Turinga wielota±mowa;

Maszyna z dwuwymiarow¡ ta±m¡;

Maszyna z jedn¡ kolejk¡ zamiast ta±my (automat kolejkowy);

Maszyna z dwoma stosami zamiast ta±my;

Maszyna z dwoma licznikami zamiast ta±my.

Twierdzenie (Teza Churcha-Turinga)

Dany problem decyzyjny, reprezentowany przez j¦zyk L, jest

cz¦sciowo rozstrzygalny (posiada algorytm, by¢ mo»e bez wªasno±ci

stopu) wtw. gdy istnieje maszyna Turinga akceptuj¡ca L.

Maszyny Turinga i problemy nierozstrzygalne



J¦zyki rekurencyjne i przeliczalnie rekuremcyjne

J¦zyki (problemy decyzyjne) cz¦±ciowo rozstrzygalne to te dla

których istnieje akceptuj¡ca maszyna Turinga, nazywamy je równie»

przeliczalnie rekurencyjnymi.

Cz¦±ciowa rozstrzygalno±¢ oznacza, »e istnieje algorytm który

poprawnie odpowiada �TAK�, ale mo»e sie zdarzy¢, »e odpowiedzi¡

powinno by¢ �NIE�, natomiast algorytm tej odpowiedzi nigdy nie

udzieli (nie zatrzyma si¦).

J¦zyki dla których istnieje algorytm decyzyjny (maszyna Turinga) z

wªasno±cia stopu nazywamy rekurencyjnymi (rozstrzygalnymi).

Twierdzenie

Je±li L jest rekurencyjny to L̄ (dopeªnienie L) te» jest.

Je±li L i L̄ s¡ przeliczalnie rekurencyjne to L i L̄ s¡ rekurencyjne.
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Konstruktywne kodowanie maszyn Turinga

Ka»d¡ maszyn¦Turinga mo»emy konstruktywnie zakodowa¢ jako

ci¡g zer i jedynek i przyporz¡dkowa¢ maszynie Turinga numer, Mi

jest i-t¡ maszyn¡ Turinga (której kodem jest zapis binarny liczby i).

Mogªoby si¦ zdarzy¢, »e w normalnym kodowaniu nie ma maszyny

odpiadaj¡cej kodowaniu i , wtedy przyjmujemy »e Mi jest

jednostanow¡ maszyn¡ która nic nie akceptuje. Sªowa wej±ciowe te»

mo»na zakodowa¢ efektywnie (np. leksykogra�cznie).

Niech wi i-tym sªowem wej±ciowym. Wszystko redukujemy do

alfabetu binarnego.

De�niujemy j¦zyk przek¡tniowy (d od ang. diagonal):

Ld = {wi : wi /∈ L(Mi ) }
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J¦zyk przek¡tniowy nie jest cz¦±ciowo rozstrzygalny

Twierdzenie

(1) J¦zyk Ld nie jest przeliczalnie reukurencyjny.

Nie istnieje takie j , »e Ld = L(Mj).
(2) Dopeªnienie j¦zyka Ld jest przeliczalnie rekurencyjne, ale jest

nierozstrzygalne ( nie rekurencyjne).

Dowód
(1) Gdyby Ld = L(Mj) dla pewnego j to

wj ∈ L(Mj) ⇔ wj /∈ L(Mj).

Otrzymujemy sprzeczno±¢, zatem takiego j nie ma. Tak wi¦c nie istnieje

maszyna Turinga akceptuj¡ca Ld .

(2) Uruchamiamy i-t¡ maszyn¦ sprawdzaj¡c¡ czy wi ∈ L(Mi ). Kodowanie

maszyn jest konstruktywne, zatem mamy algorytm, który dla wi ∈ L(Mi )

da odpowied¹ �TAK� i si¦ zatrzyma. Dopeªnienie Ld nie jest rekurencyjne

bo Ld nie jest przeliczalnie rekurencyjne.
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Problemy nierozstrzygalne

Twierdzenie

Nast¦puj¡ce problemy s¡ nierozstrzygalne (nierekurencyjne),

natomiast s¡ cz¦±ciowo rozstrzygalne (przeliczalnie rekurencyjne)

Problem stopu maszyny Turinga

Problem przynale»no±ci w ∈ L(M) (dla danego sªowa w i

maszyny Turinga M).

Dowód

Gdyby±my umieli sprawdzi¢ peªnym algorytmem (z wª¡sno±cia

stopu) który± z powy»szych problemów to mieliby±my algorytm dla

dopeªnienia Ld , tzn. umieliby±my sprawdzi¢ czy wi ∈ L(Mi ) za

pomoc¡ algorytmu, który si¦ zawsze zatrzymuje. No ale ten ostatni

problem jest nierozstrzygalny (chocia» jest przeliczalnie

rekurencyjny).
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Nierozstrzygalne problemy dla gramatyk bezkontekstowych

Niech

Valid(M,w) = K0 #KR
1 #K2 #KR

3 #K4 #KR
5 # . . .Km

b¦dzie zbiorem skªadajacym si¦ z jednego sªowa odpowiadaj¡cego

zmody�kowanej historii dziaªania maszyny M na sªowie w , tzn.

K0 = q0 w , Ki ` Ki+1, oraz Km zawiera stan akceptuj¡cy.

Je±li takiego sªowa nie ma, czyli w /∈ L(M), to de�niujemy

Valid(M) = ∅.
Niech NonValid(M,w) b¦dzie dopeªnieniem Valid(M,w).

Lemat

Dla danej maszyny Turinga i sªowa w mo»na skonstruowa¢

gramatyki G1, G2, G takie, ze

Valid(M) = L(G1) ∩ L(G2), L(G ) = NonValid(M,w)

.
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Nierozstrzygalne problemy dla gramatyk bezkontekstowych cd.

Twierdzenie

Nast¦puj¡ce problemy s¡ nierozstrzygalne dla gramatyk

bezkontekstowych G1,G2,G ,G
′

1 L(G1) ∩ L(G2) 6= ∅
2 L(G ) = Σ∗

3 L(G ′) jest j¦zykiem regularnym

Pierwsze dwa punkty s¡ oczywistym wnioskiem z poprzedniego

lematu. Dla dowodu (3) we¹my dowolny nieregularny j¦zyk

bezkontekstowy L0. Wtedy bezkontekstowy j¦zyk

L = Σ∗#L0 ∪ L(G ′)#Σ∗

jest regularny wtw. gdy L(G ′) = Σ∗.
Tak wi¦c problem z punktu (2) sprowadzili±my do problemu z

punktu (3). Nierozstrzygalno±¢ (2) implikuje nierozstrzygalno±¢ (3).
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Niekonstruktywna egzystencjalno±¢ automatu sko«czonego

Twierdzenie

Nie istnieje algorytm konstrukcji automatu sko«czonego dla j¦zyka

L(G ), gdzie G jest gramatyk¡ bezkontekstow¡ generuj¡c¡ j¦zyk

regularny (wiemy »e taki automat istnieje).

Uzasadnienie.
Gramatyka G z punktu (2) poprzedniego twierdzenia generuje j¦zyk

regularny. Gdyby±my umieli skonstruowa¢ automat sko«czony A dla

tego j¦zyka to moglibysmy sprawdzic ªatwo czy L(G ) = Σ∗

korzystaj¡c z algorytmu na równowa»no±¢ deterministycznych

automatów sko«czonych. Jednym z tych automatów jest A a

drugim automat akceptuj¡cy Σ∗.

Problem L(G ) = Σ∗ jest nierozstrzygalny, zatem nie ma algorytmu

konstruuj¡cego automat A (pomimo tego, »e wiemy »e A istnieje).
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