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Maszyny Turinga

Maszyna Turinga jest automatem tasmowym, sktada sie z tasmy
(tablicy symboli) potencjalnie nieskoficzonej w prawo, zaktadamy,ze
w prawie wszystkich (tzn. wszystkich poza skoniczong liczba)
klatkach tasmy jest domysiny symbol B. Formalnie maszyna jest
zadana przez sekwencje:

M = (Q727r757q07BaF)

gdzie:
e @, X, I to odpowiednio: zbiér standw, symboli wejsciowych i
symboli tasmowych;
00: @QxI= @xTI—{B} x{-1,0,+1};
© g€, FCQ;
@ B to specjalny symbol domysiny, B ¢ ¥.
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Konfiguracja maszyny Turinga

Konfiguracja maszyny sktada sie ze stowa na tasmie (pomijajac
symbole B), stanu oraz pozycji gtowicy czytajacej. Jesli stowem na
tasmie jest ajay...an a gtowica czyta symbol k-ty, gdzie

k < m+ 1, to zapisujemy konfiguracje jako

ai1a2a3...4d—1494agdk+1---4m-

Zaktadamy, ze symbolem (m + 1)-szym jest automatycznie B.

[abcaacabab|

f

K

Przyktadowa konfiguracja maszyny.
Liniowy zapis konfiguracji to abcaa q cabab.
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Przyktad maszyny Turinga

Nastepujaca maszyna akceptuje jezyk
L ={a"b" :n>1}

Z'K

przej$cie p — @ oznacza, ze
o(p.Z) = (q.2',K),

gdzie K oznacza ruch gtowicy maszyny.

start — T
XY+ T
0/ X+ 1 J'Y -
g2 CD )
oy v s 0/0-__
TIYIY - YIv-
;@ Akceptuj
B/Y+
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Przyktad maszyny Turinga c.d.

Oznaczmy przez F relacje przejscia w jednym kroku od jednej
konfiguracji do nastepnej. Konfiguracja poczatkowa maszyny jest
Ko = qoaiay ... a,, gdzie a1ay ... a, jest stowem wejSciowym w
(nad alfabetem X).

Maszyna Turinga M akceptuje stowo gdy z konfiguracji poczatkowe;j
mozemy dojs¢ do konfiguracji zawierajacej stan akceptujacy.
Jezykiem akceptowanym przez M jest

LIM) = {w : gw " aqp, dla pewnych o, €T* g€ F}
Dla naszej przyktadowej maszyny:
go 0011 " XXYYY q4, oraz g4 € F.

Zatem 0011 € L(M).
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Wersje maszyny Turinga

Mozliwe s rézne wersje maszyny Turinga, réwnowazne co do mocy
obliczeniowej (z doktadnoscia do funkgcji wielomianowe;j)

@ Maszyna Turinga z tasma nieskoficzona w obie strony;
Maszyna Turinga wielotasmowa;
Maszyna z dwuwymiarowg tasma;

°
°
e Maszyna z jedna kolejka zamiast tasmy (automat kolejkowy);
@ Maszyna z dwoma stosami zamiast tasmy;

°

Maszyna z dwoma licznikami zamiast tasmy.

Twierdzenie (Teza Churcha-Turinga)

Dany problem decyzyjny, reprezentowany przez jezyk L, jest
czesciowo rozstrzygalny (posiada algorytm, by¢ moze bez wtasnosci
stopu) wtw. gdy istnieje maszyna Turinga akceptujaca L.
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Jezyki rekurencyjne i przeliczalnie rekuremcyjne

Jezyki (problemy decyzyjne) czesciowo rozstrzygalne to te dla
ktérych istnieje akceptujaca maszyna Turinga, nazywamy je réwniez
przeliczalnie rekurencyjnymi.

Czesciowa rozstrzygalnos¢ oznacza, ze istnieje algorytm ktéry
poprawnie odpowiada "TAK", ale moze sie zdarzy¢, ze odpowiedzia
powinno by¢ "NIE", natomiast algorytm tej odpowiedzi nigdy nie
udzieli (nie zatrzyma sie).

Jezyki dla ktérych istnieje algorytm decyzyjny (maszyna Turinga) z
wtasnoscia stopu nazywamy rekurencyjnymi (rozstrzygalnymi).

Twierdzenie

Jesli L jest rekurencyjny to L (dopetnienie L) tez jest.

Jesli L i L sa przeliczalnie rekurencyjne to L i L sa rekurencyjne.
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Konstruktywne kodowanie maszyn Turinga

Kazdg maszyneTuringa mozemy konstruktywnie zakodowaé jako
ciag zer i jedynek i przyporzadkowaé maszynie Turinga numer, M;
jest i-ta maszyna Turinga (ktorej kodem jest zapis binarny liczby 7).
Mogtoby sie zdarzy¢, ze w normalnym kodowaniu nie ma maszyny
odpiadajacej kodowaniu i, wtedy przyjmujemy ze M; jest
jednostanowa maszyna ktéra nic nie akceptuje. Stowa wejSciowe tez
mozna zakodowa¢ efektywnie (np. leksykograficznie).

Niech w; i-tym stowem wejsciowym. Wszystko redukujemy do
alfabetu binarnego.

Definiujemy jezyk przekatniowy (d od ang. diagonal):

Ly = {w : wi ¢ L(M)}
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Jezyk przekatniowy nie jest czesciowo rozstrzygalny

Twierdzenie

(1) Jezyk Ly nie jest przeliczalnie reukurencyjny.

Nie istnieje takie j, ze Ly = L(M;).

(2) Dopetnienie jezyka Ly jest przeliczalnie rekurencyjne, ale jest
nierozstrzygalne ( nie rekurencyjne).

Dowéd
(1) Gdyby Ly = L(M;) dla pewnego j to

wi € L(M}) < w; ¢ L(M),
Otrzymujemy sprzecznos$¢, zatem takiego j nie ma. Tak wiec nie istnieje
maszyna Turinga akceptujaca Ly.
(2) Uruchamiamy i-t3 maszyne sprawdzajaca czy w; € L(M;). Kodowanie
maszyn jest konstruktywne, zatem mamy algorytm, ktéry dla w; € L(M;)

da odpowiedz "TAK" i sie zatrzyma. Dopetnienie Ly nie jest rekurencyjne
bo Ly nie jest przeliczalnie rekurencyjne.
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Problemy nierozstrzygalne

Twierdzenie

Nastepujace problemy sa nierozstrzygalne (nierekurencyjne),
natomiast sa czesciowo rozstrzygalne (przeliczalnie rekurencyjne)

@ Problem stopu maszyny Turinga

e Problem przynaleznosci w € L(M) (dla danego stowa w i
maszyny Turinga M ).

Dowéd

Gdybysmy umieli sprawdzi¢ petnym algorytmem (z wtasnoscia
stopu) ktéry$ z powyzszych probleméw to mieliby$Smy algorytm dla
dopetnienia Ly, tzn. umielibySmy sprawdzi¢ czy w; € L(M;) za
pomoca algorytmu, ktéry sie zawsze zatrzymuje. No ale ten ostatni
problem jest nierozstrzygalny (chociaz jest przeliczalnie
rekurencyjny).
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Nierozstrzygalne problemy dla gramatyk bezkontekstowych

Niech
Valid(M,w) = Ko# KR # Ko # KE#Ka#KE# .. K,

bedzie zbiorem sktadajacym sie z jednego stowa odpowiadajacego
zmodyfikowanej historii dziatania maszyny M na stowie w, tzn.
Ko = qow, K; F Kji1, oraz K, zawiera stan akceptujacy.

Jedli takiego stowa nie ma, czyli w ¢ L(M), to definiujemy
Valid(M) = 0.

Niech NonValid(M, w) bedzie dopetnieniem Valid(M, w).

Lemat

Dla danej maszyny Turinga i sfowa w mozna skonstruowaé
gramatyki Gy, Gp, G takie, ze

Valid(M) = L(G1)NL(Gz), L(G) = NonValid(M, w)
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Nierozstrzygalne problemy dla gramatyk bezkontekstowych cd.

Twierdzenie

Nastepujace problemy sg nierozstrzygalne dla gramatyk
bezkontekstowych Gy, Gy, G, G’

Q L(G1)NL(G) #D
Q L(G)=x
© L(G’) jest jezykiem regularnym

Pierwsze dwa punkty sa oczywistym wnioskiem z poprzedniego
lematu. Dla dowodu (3) wezmy dowolny nieregularny jezyk
bezkontekstowy L. Wtedy bezkontekstowy jezyk

L = T*#Lo U L(G')#E*
jest regularny wtw. gdy L(G’) = X*.
Tak wiec problem z punktu (2) sprowadzilismy do problemu z
punktu (3). Nierozstrzygalnos¢ (2) implikuje nierozstrzygalnos¢ (3).
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Niekonstruktywna egzystencjalno$¢ automatu skonczonego

Twierdzenie

Nie istnieje algorytm konstrukcji automatu skoriczonego dla jezyka
L(G), gdzie G jest gramatyka bezkontekstowa generujaca jezyk
regularny (wiemy ze taki automat istnieje).

Uzasadnienie.

Gramatyka G z punktu (2) poprzedniego twierdzenia generuje jezyk
regularny. Gdybysmy umieli skonstruowa¢ automat skonczony A dla
tego jezyka to moglibysmy sprawdzic tatwo czy L(G) = X*
korzystajac z algorytmu na réwnowazno$¢ deterministycznych
automatéw skonczonych. Jednym z tych automatéw jest A a
drugim automat akceptujacy X *.

Problem L(G) = ¥L* jest nierozstrzygalny, zatem nie ma algorytmu
konstruujacego automat A (pomimo tego, ze wiemy ze A istnigje).
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