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O co chodzi w rekursji?

® Bardzo cz¢sto wiasciwym podejsciem do rozwigzywania
problemow jest odpowiedzenie sobie na 2 pytania:
= (Czy potrafimy problem rozwigza¢ dla matych danych?

= Czy jesh mielibySmy problem rozwiazany dla wszystkich
danych mniejszego rozmiaru od aktualnie rozwazanej danej
d, to poradzilibysSmy sobie tez z dang d?
® Jesli na oba pytania odpowiemy twierdzaco, to mamy
rozwigzanie dla dowolnych danych

® Takie dwa zatozenia sa podstawa myslenia
rekurencyjnego o rozwigzywaniu problemow

® Rekursja jest informatycznym odpowiednikiem indukcji
matematyczne;. 2



Silnia

Function silnia(n:Integer): Integer;
{n>=0}

begin
if n<=1l then silnia :=1
else silnia := n * silnia(n-1)

end;



Wyszukiwanie liniowe

Function Jest(x: Integer;
const A:tablica; n:Integer): Boolean;
{Jest przyjmie wartos¢ true wttw gdy
istnieje 1<=i<=n: A[i]=x}
begin
if n<l then Jest := false
else 1f A[n]=x then Jest:=true
else Jest:=Jest(x,A,n-1)
end;



Wyszukiwanie binarne w

tablicy posortowanej

Function Jest(x: Integer;

const A:tablica; 1,p:Integer): Boolean;

{Jest przyjmie wartos¢ true wttw gdy istnieje
1<=i<=p: A[i]=x, A[l1}<...ZA[n]}

var s:Integer; begin
if 1>p then Jest := false
else 1f 1=p then Jest:= A[l]=x
else begin s:=(l+p) div 2;
i1f x<=A[s] then Jest:=Jest(x,A,1l, s)
else Jest:=Jest(x,A,s+l,p)
end
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Wyznaczanie najwi¢kszej

wartosci w tablicy

Function Maks (const A:tab;n:Integer) :Integer;

{Maks przyjmie wartos¢é maksymalnej wartosci
wsréd A[l..n], n>=1}

var XxX:Integer;

begin
if n=1 then Maks :=A[1]
else begin
x:=Maks (A,n-1) ;
1f x>A[n] then Maks:=x
else Maks:=A[n]
end
end;



Wyznaczanie najwi¢kszej

wartosci w tablicy

Function Maks (const A:tab;n:Integer) :Integer;

{Maks przyjmie wartos¢é maksymalnej wartosci
wsréd A[l. .n]}

var XxX:Integer;

begin
Maks :=A[n];
if n>1 then begin
x:=Maks (A,n-1) ;
1f x>A[n] then Maks:=x
end
end;



Liczby Fibonacciego

Function Fibo(n: Integer) :Integer;
{Oblicza n-ta liczbe Fibonacciego}
begin

if n<=1 then Fibo:=n

else Fibo:=Fibo (n-1)+Fibo (n-2)
end;



Liczby Fibonacciego (2)

Var F:array[0..n] of Integer;
Function FiboM(n: Integer) :Integer;
{tym razem ze spamietywaniem;
F[1]<0 wttw gdy Jjeszcze nieznane}
begin

if n<=1 then F[n]:=n

else 1if F[n] < 0 then

F[n] :=FiboM(n-1)+FiboM(n-2) ;

FiboM:=F[n]
end; 9



Zlozonosc¢ Fibo i FiboM

® Funkcja Fibo ma ztozonos$¢ wyktadnicza ze wzgledu na
n. Aby bowiem obliczy¢ Fibo(n) trzeba za kazdym razem
od nowa (!) oblicza¢ Fibo(n-1) 1 Fibo(n-2). Jesh przez
T(n) oznaczymy liczb¢ wywotan rekurencyjnych, to
dostaniemy rownanie rekurencyjne:
T(0)=1; T(1)=1; T(n)=T(n-1)+T(n-2)+1 dlan>1.

® Widac¢ gotym okiem, ze T(n)>F(n).

e Natomiast funkcja FiboM ma ztozonos¢ liniowa ze

wzgledu na n — w kazdym wywotaniu odwotujemy si¢ do
2 wywolan dla mniejszych wartosci, co ma koszt staty.
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Spami¢tywanie

e Pamictajmy: programujac rekurencj¢ nie mozemy
pozwoli¢ sobie na to, zeby wielokrotnie wywotywac ja
dla tych samych danych!

® Jeslhi z jakichs powodow musimy tak robi¢, to nalezy
spami¢tywac uzyskane poprzednio wyniki 1 do nich
zagladac, zanim porwiemy si¢ na wywotanie rekursji.

® Ta technika nazywa si¢ spami¢tywaniem (memoization) 1

jest powszechnie stosowana, np. w przypadku
algorytmoOw z nawrotami.
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Wieze Hanoi

® Wieze Hano1 wymyslit matematyk francuski Edouard
Lucas w 1883, prowadzac rubryke matematyczng w
popularnej gazecie.

® Wedlug jego zmyslonej opowiesci, w Hano1l w jednej ze
Swiatyn mnisi przektadajq krazki miedzy trzema pretami:
za kazdym razem jeden krazek 1 zawsze mniejszy krazek
ktada na wigkszym.

® Na poczatku wszystkie 64 krazki byly na jednym z
pretow uporzadkowane malejaco do gory.
® Celem jest przeniesienie catej wiezy na trzeci pret za

pomoca drugiego.
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Wieze Hanoi

procedure przenies (co,s,d:Integer);
begin Writeln(co,' z',s, ' na ',d) end;
procedure Hanoi(n,s,d:Integer);
begin

if n>0 then begin

Hanoi (n-1,s,6-s-4d) ;

przenies(n,s,d);

Hanoi (n-1,6-s-d,d)

end

end; 13



