Logika pierwszego rzedu — sktadnia i semantyka

Logika pierwszego rzedu nazywana jest tez rachunkiem predykatéw
lub rachunkiem kwantyfikatoréw.
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Sygnatura ¥ to rodzina zbioréw £, dla n > 0 oraz rodzina
zbioréw Zf, dlan>1.

Elementy X/ to symbole operacji n-argumentowych.

Elementy ¥ to symbole relacji n-argumentowych.
Znak réwnosci = nie nalezy do X.

Gdy sygnatura jest skofczona to czesto zapisuje sie ja jako ciag
symboli, np. +,-,0,1
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Zbi6r terméw Ty (X) nad sygnaturg X i zbiorem zmiennych X:
@ Zmienne indywiduowe s3 termami

o Dla kazdego n > 0 i kazdego symbolu operacji f € &F, jesli
t1,...,t, s3 termami, to f(t;,...,t,) jest tez termem

Zbiér FV/(t) zmiennych wystepujacych w t:
e FV(x) = {x}.



Ustalamy nieskonczony przeliczalny zbiér X
zmiennych indywiduowych.

Zbi6r terméw Ty (X) nad sygnaturg X i zbiorem zmiennych X:
@ Zmienne indywiduowe s3 termami

o Dla kazdego n > 0 i kazdego symbolu operacji f € &F, jesli
t1,...,t, s3 termami, to f(t;,...,t,) jest tez termem

Zbiér FV/(t) zmiennych wystepujacych w t:
e FV(x) = {x}.
o FV(f(t1,....tn)) = Ul FV(&).
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Formuty atomowe

Zbiér formut atomowych nad sygnatura ¥ i zbiorem zmiennych X:
e Fatsz L jest formuta atomowa

@ Dla kazdego n > 1, kazdego symbolu r € Zf, oraz dla
dowolnych terméw t1,..., &, € Tx(X), napis r(ti,...,t,) jest
formuta atomowa

e Dla dowolnych terméw ti, tp, napis (t; = t) jest formuta
atomows.
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Zbior formut nad sygnaturg X i zbiorem zmiennych X:
e Formuta atomowa jest formuta.
o Jesli p, 1 sa formutami, to (¢ — ) jest formuta.

o Jesli ¢ jest formuta a x € X jest zmienng indywiduows, to
(Vx¢) jest formuta.
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Zbiér zmiennych wolnych FV/ () wystepujacych w ¢:
o FV(L)=10;
o FV(r(ti,...,tn)) = Ui FV(ti);
o FV(t1 = th) = FV(t1) U FV(tp);




Zmienne wolne formuty

Zbiér zmiennych wolnych FV/ () wystepujacych w ¢:
FV(J_) =0;

o FV(r(t,... 1)) = Uy FV(t)
° (tl ) = FV(tl)UFV(tQ)
° FV(p = ¢) = FV(p) UFV(Y¥)



Zmienne wolne formuty

Zbiér zmiennych wolnych FV/ () wystepujacych w ¢:

o FV(L)=10;

o FV(r(ts,...,tn)) =Ul; FV(t)

o FV(t; = tn) = FV(t1) U FV(t)

° FV(p =) = FV(p) UFV(¥)
(



Zmienne wolne formuty

Zbiér zmiennych wolnych FV/ () wystepujacych w ¢:
o FV(L)=10;

o FV(r(ti,...,tn)) = Ui FV(ti);
o FV(tl = t2) = F\/(tl) U F\/(tg)
o FV(p =) =FV(p)UFV(y)

(

Formuta bez kwantyfikatoréw to formuta otwarta.

Formuta bez zmiennych wolnych to zdanie, lub formuta zamknieta.




Skréty sktadniowe

Dodatkowe spdjniki zdaniowe traktujemy jako skréty:
o (—y) oznacza ¢ — L
° (p Vo) oznacza ((—¢) = ¢)
° (¢ Ay) oznacza (=((—¢) V (=)
o (¢ ¢ ¥) oznacza (¢ — ) A (¥ — ¥))
Kwantyfikator egzystencjalny jest takze skrétem:

(3xp) oznacza (=(Vx—=p)).
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Wystapienia wolne a wystapienia zwigzane w

formule

Woystapienia zmiennych w formutach atomowych s3 wolne.

Wolne (zwigzane) wystapienia w ¢ i 1) pozostaja wolne (zwiazane)
w formule ¢ — .

Wolne wystapienia x w ¢ staja sie zwigzane w Vx.
Wystapienia innych zmiennych nie zmieniaja charakteru.

Rozréznienie pomiedzy zmiennymi wolnymi a zwigzanymi jest
analogiczne do rozréznienia pomiedzy identyfikatorami lokalnymi a
globalnymi w jezykach programowania.
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Semantyka formut

Struktura 2l nad sygnatura X to:

@ niepusty zbiér A: noénik lub uniwersum A

@ interpretacja kazdego symbolu operacji f € £F jako funkcji n
argumentowej 2 : A" — A

e interpretacja kazdego symbolu symbolu relacji r € £F jako
relacji n-argumentowej r* C A",

Zapis: krotka postaci 2 = (A, 2, ... F2 .. ), gdzie

sIn
fi,...,fayr1, ..., rm s3 wszystkimi symbolami danej sygnatury.
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Wartosciowanie

Wartosciowanie w X-strukturze 2 to funkcja o : X — A.

Dla wartosciowania o, zmiennej x € X oraz elementu a € A
definiujemy nowe wartosciowanie o2 : X — A:

Qa(y):{Q(Y) Y #x
X a W p.p.
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Wartos¢ termu t € Tx(X) w X-strukturze 2 przy wartosciowaniu o
oznaczamy przez [t]2, lub [t],.

° [[x]]%l = o(x).



Wartosci termoéw

Wartos¢ termu t € Tx(X) w X-strukturze 2 przy wartosciowaniu o
oznaczamy przez [t]2, lub [t],.

o M2 = ol)
o [f(tr,....tn)]3 = FA([0]2. ... [ta]2).
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Znaczenie formut

(A, 0) = ¢ czytamy:
o formuta ¢ jest spetniona w strukturze 2 przy wartosciowaniu g.

e formuta ¢ jest prawdziwa w strukturze 2 przy wartosciowaniu
0.

@ Nie zachodzi (2, 0) = L.

@ Dlan>1,rec xR oraz terméw ty,...,t,
(A, 0) E r(t1,. .., tn) wtw, gdy <|[t1]]§[, ... |[t,,]]3l> erd,
o (2, 0) Et1 = t, wtw, gdy [[1-1]]2l = [[t2]]§l_



Znaczenie formut

(A, 0) = ¢ czytamy:
o formuta ¢ jest spetniona w strukturze 2 przy wartosciowaniu g.
e formuta ¢ jest prawdziwa w strukturze 2 przy wartosciowaniu
0.

@ Nie zachodzi (2, 0) = L.
@ Dlan>1,rec xR oraz terméw ty,...,t,
(A, 0) E r(t1,. .., tn) wtw, gdy <|[t1]]§[, ... |[t,,]]3l> erd,
o (A,0) | t1 = to, wtw, gdy [t1]2 = [2]?.
e (2, 0) = (¢ — 1), gdy nie zachodzi (2, g) = ¢ lub zachodzi
(2, 0) = .

)



Znaczenie formut

(A, 0) = ¢ czytamy:
o formuta ¢ jest spetniona w strukturze 2 przy wartosciowaniu g.

e formuta ¢ jest prawdziwa w strukturze 2 przy wartosciowaniu
0.

@ Nie zachodzi (2, 0) = L.
@ Dlan>1,rec xR oraz terméw ty,...,t,
(2( 0) Er(t,...,tn) wtw, gdy <|[t1]]m ) |[t,,]]3l> ert
A,0) = o1 = t, wiw, gdy [a]} =[]}
= (go — 1)), gdy nie zachodzi (2, g) = ¢ lub zachodzi

(chp) wtw, gdy dla dowolnego a € A zachodzi

)
)
)
)
%) E ¢
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Niezalezno$¢ spetniania od zmiennych zwigzanych

Fakt Dla dowolnej X-struktury 21 i dowolnej formuty ¢ jesli
wartosciowania ¢ i o' przyjmuja réwne wartosci dla wszystkich
zmiennych wolnych w ¢, to

(A, 0) E o wtw, gdy (2,0) E ¢

Ufatwienie notacyjne: (2, x: a,y : b) = ¢ zamiast (2, 0) = ¢,
gdy o(x) =aio(y) = biw ¢ wystepuja wolno tylko x i y.

Jesli ¢ jest zdaniem, to wartosciowanie mozna catkiem pomingé
Stad notacja A = ¢
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Izomorfizm struktur

Dane dwie struktury 20 = (A,...) i B = (B,...) nad sygnatura X.

Funkcja h: A — B jest izomorfizmem ¥-struktur (ozn. h: 2 = B)
jesli:

@ h jest bijekcja (réznowartosciowe i na)
e Dlan>0,fcxforaza,...,anc A

h(fm(al, c..yap)) = f"B(h(al), ..., h(an))

° DIanzl,rEZ,’f oraz aj,...,a, € A

r*ar,...,a,) wtw, gdy r®(h(a1),...,h(a,))
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WHtasnosci izomorfizmow

@ Ztozenie dwéch izomorfizméw jest izomorfizmem
@ Funkcja odwrotna do izomorfizmu jest izomorfizmem

@ Identycznos¢ ida : A — A jest zawsze izomorfizmem
idA A=
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Strktury izomorficzne

Jesli istnieje izomorfizm z 2 w B to te struktury sa izomorficzne,
ozn. A =B

“Relacja” izomorfizmu jest
@ przechodnia
@ symetryczna

@ zwrotna
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Izomorfizmy a logika

Twierdzenie
Jesli h: A =B to dla kazdej formuty ¢

(2,0) F ¢ wtw, gdy (B,hop) ¢

Jesli xq, ..., x, to zmienne wolne w ¢, to

(217)(1 faly ..., Xpl an) ): © wtw, gdy (%7)(1 : h(al)a' -y Xn h(an)) |: ¥



Izomorfizmy a logika cd

Twierdzenie
Jesli 24 = B to dla kazdego zdania ¢

A= wtw, gdy B =



Elementarna réwnowaznos$é¢

20 i B s3 elementarnie réwnowazne (ozn 2A = B), gdy dla kazdego
zdania ¢ logiki pierwszego rzedu nad wspéing sygnaturg tych
struktur,

2A = ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy B = ¢.
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Elementarna réwnowaznos$é¢

20 i B s3 elementarnie réwnowazne (ozn 2A = B), gdy dla kazdego
zdania ¢ logiki pierwszego rzedu nad wspéing sygnaturg tych
struktur,

2A = ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy B = ¢.

Whiosek
Jesli 2 =B to A = *B.

Intuicyjnie, struktury izomorficzne s3 logicznie nieodréznialne.



Prawdziwosc¢ i1 spetnialnos$é formut

Formuta ¢ jest spetnialna w 2, gdy istnieje wartosciowanie o w 24
takie, ze (2, ) = .



Prawdziwosc¢ i1 spetnialnos$é formut

Formuta ¢ jest spetnialna w 2, gdy istnieje wartosciowanie o w 24
takie, ze (2, ) = .

Formuta ¢ jest spetnialna, gdy istnieje struktura 2, w ktérej ¢ jest
spetnialna.



Prawdziwosc¢ i1 spetnialnos$é formut

Formuta ¢ jest spetnialna w 2, gdy istnieje wartosciowanie o w 24
takie, ze (2, ) = .

Formuta ¢ jest spetnialna, gdy istnieje struktura 2, w ktérej ¢ jest
spetnialna.

¢ jest prawdziwa (lub spetniona) w 2, gdy dla kazdego
wartosciowania o w 2 zachodzi (2, g) = ¢.
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Prawdziwosc i spetnialnosé zdan

Zdanie ¢ jest spetnialne, gdy istnieje struktura 2A, w ktérej ¢ jest
prawdziwe.

2 jest wtedy modelem zdania ¢ (ozn. A = ).

Y-struktura 2 jest modelem zbioru zdan I' ( ozn. A =T), gdy
A = ¢ zachodzi dla kazdego ¢ € T.



Prawdziwosc i spetnialnosé zdan

Zdanie ¢ jest spetnialne, gdy istnieje struktura 2A, w ktérej ¢ jest
prawdziwe.

2 jest wtedy modelem zdania ¢ (ozn. A = ).

Y-struktura 2 jest modelem zbioru zdan I' ( ozn. A =T), gdy
A = ¢ zachodzi dla kazdego ¢ € T.

Zdanie ¢ jest tautologia (ozn. |= @), gdy jest ono prawdziwe
w kazdej -strukturze.
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Pierwszy dowdd: Lemat

Jesli h: A =B to dla kazdego termu t

h([t) = [t

Dowéd indukcyjny:
e Jesli t to x, to teza h(o(x)) = (h o p)(x) zachodzi
o Jeslitto f(t1,...,xn) to

h(IF(trs - xa)]2 = AFA([ED - [ED)
= FA(h([al3). .-, h([tal3))
= P ([talheg: - - [tallioe)
— [F(t, )],
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o (o) ELi(B,hop) =L

[a1%...., [t.]3) € r*
h([aly), - h([tl3)) € r®
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B,hoo) Er(ts,..., tn)

=
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z



Pierwszy dowéd: formuty atomowe

o (o) ELi(B,hop) =L

[a1%...., [t.]3) € r*
h([aly), - h([tl3)) € r®

[tlmer - [tli,) € r®

B,hoo) Er(ts,..., tn)

=
(=3
z

(2, 0) E t1 = t2 wiw [t1]3 = [t]
wtw h([t]}) = A([]3)
wtw [a]R, =[],
wtw (B, hopo) =t =t



Pierwszy dowéd: formuty ztozone
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(2 0) = (v = ¢) wiw (2, 0) = ¢ lub (2, 0) = ¢
wtw (B, ho ) = lub (B, ho) E ¢
wtw (B, ho o) = (¢ — ¢)



Pierwszy dowéd: formuty ztozone

(2 0) = (v = ¢) wiw (2, 0) = ¢ lub (2, 0) = ¢
wtw (B, ho ) = lub (B, ho) E ¢
wtw (B, ho o) = (¢ — ¢)

(2, 0) = (Vxyp) wtw istnieje a € A takie, ze (U, 03) = ¢
wtw istnieje a € A takie, ze (B,ho (o)) E ¢
wtw istnieje h(a) € B takie, ze (B, (ho Q))lz(a)) =
wtw istnieje b € B takie, ze (B, (ho 0)2) = ¢
wtw (B, ho o) k= (Vxy)



Podstawianie terméw

©(t/x) to wynik podstawienia termu t na wszystkie wolne
wystapienia zmiennej x w .
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Przyktad: Formuty

° Vy(y <x)
e Vz(z < x)

oznaczaja to samo.



Podstawianie terméw

©(t/x) to wynik podstawienia termu t na wszystkie wolne
wystapienia zmiennej x w .

Przyktad: Formuty

° Vy(y <x)
e Vz(z < x)

oznaczaja to samo.

Podstawienie y na x w tych formutach daje

° Vy(y <y)
o Vz(z <y)

ktére sg rézne



Dopuszczalne podstawienie

o L(t/x)= L1, gdy x € FV(y);
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Dopuszczalne podstawienie

o L(t/x)= L1, gdy x € FV(y);
@ r(ty,...,tn)(t/x) = r(tr(t/x),...,ta(t/x));
o (f1 = t)(t/x) = (ta(t/x) = t2(t/x));



Dopuszczalne podstawienie

o L(t/x)= L1, gdy x € FV(y);

@ r(ty,...,tn)(t/x) = r(tr(t/x),...,ta(t/x));
o (1 = t2)(t/x) = (tr(t/x) = t2(t/x));

o (¢ — ¥)(t/x) = @(t/x) = ¥(t/x);



Dopuszczalne podstawienie

o L(t/x)= L1, gdy x € FV(y);

@ r(ty,...,tn)(t/x) = r(tr(t/x),...,ta(t/x));
o (1 = t2)(t/x) = (tr(t/x) = t2(t/x));

o (¢ — ¥)(t/x) = @(t/x) = ¥(t/x);

o (Vxp)(t/x) =Vxy;



Dopuszczalne podstawienie

o L(t/x) =L, gdy x & FV(y);

@ r(ty,...,tn)(t/x) = r(tr(t/x),...,ta(t/x));

o (1 = t2)(t/x) = (tr(t/x) = t2(t/x));

o (¢ — ¥)(t/x) = @(t/x) = ¥(t/x);

o (Vxp)(t/x) =Vxy;

o (Vy)(t/x) =Vyp(t/x), gdy y # x, oraz y & FV(t);



Dopuszczalne podstawienie

o L(t/x)= L1, gdy x € FV(y);

@ r(ty,...,tn)(t/x) = r(tr(t/x),...,ta(t/x));

o (1 = t)(t/x) = (tr(t/x) = t2(t/x));

o (¢ = ¥)(t/x) = @(t/x) = (t/x);

o (Vxp)(t/x) =Vxy;

o (Vy@)(t/x) =Vyp(t/x), gdy y # x, oraz y & FV(t);

@ W pozostatych przypadkach podstawienie jest niedopuszczalne.



Lemat o podstawieniu

Niech:

@ 2 — dowolna struktura
@ 0: X — A - dowolne wartosciowanie w 2

o t — dowolny term
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Niech:

@ 2 — dowolna struktura
@ 0: X — A - dowolne wartosciowanie w 2

o t — dowolny term

Wtedy:

e Dla dowolnego termu s i zmiennej x
[s(t/x)I5 = [

gdzie a = [¢].



Lemat o podstawieniu

Niech:

@ 2 — dowolna struktura
@ 0: X — A - dowolne wartosciowanie w 2

o t — dowolny term

Wtedy:

e Dla dowolnego termu s i zmiennej x
[s(t/x)I5 = [

gdzie a = [¢].
e Dla dowolnej formuty ¢, jesli term ¢ jest dopuszczalny dla x w

®, to
(R, 0) F o(t/x) wiw, gdy (2, 0%) F ¢,

gdzie a = [t]2.



