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Twierdzenie (Entscheidungsproblem)

Nierozstrzygalny jest nastepujacy problem decyzyjny:
Dana: Zdanie ¢ logiki pierwszego rzedu
Pytanie: Czy ¢ jest tautologia?

W dowodzie postuzymy sie nierozstrzygalnoscia problemu stopu dla
maszyn Turinga.



Maszyna Turinga nad alfabetem A to krotka M = (A, Q, 0, go, gr),
gdzie:

@ A jest skoriczonym alfabetem, zawierajacym A oraz
symbol [0 ¢ A (blank);

Q jest skonczonym zbiorem standw;
qo € Q jest stanem poczatkowym;

gr € Q jest stanem koncowym lub akceptujacym;

0:(Q—{gr}) x A - Ax Qx{-1,0,+1} jest
funkcja przejscia.
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Niech 1 oznacza koniunkcje nastepujacych formut
o Vy=P(y,c)
e Vx3dyP(x,y)
e VxVy(P(x,y) = R(x,y))
e VxVyVz(R(x,y) — (R(y,z) — R(x, 2)))

e Vx—R(x,x)
Zdanie 9 jest spetnialne, a kazdy jego model 2 zawiera
nieskoficzony ciag réznych elementéw c* = ag, a, ap, . . ., takich ze

(aj,ai11) € P* dla kazdego i.
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Cel - konstrukcja, ktéra dla dowolnej maszyny Turinga M utworzy
zdanie ¢y o takiej whasnosci:
M akceptuje stowo puste  wtw, gdy ¢ jest tautologia.

Wygodniej skonstruowacd taka zdanie 1y, ze
M zapetla sie na stowie pustym  wtw, gdy ¥y jest spetnialna,
i przyjac om = ~Yum.
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Sygnatura:
@ jednoargumentowe symbole relacyjne S4, dla wszystkich
stanéw g € Q;

o dwuargumentowe symbole relacyjne C,, dla wszystkich symboli
ach;

@ dwuargumentowy symbol relacyjny G;

@ stata c i symbole P i R ze zdania ¥
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e Formute Sq(x) czytamy: po x krokach obliczenia maszyna jest
w stanie q.

e Formute G(x,y) czytamy: po x krokach gtowica maszyny
znajduje sie w pozycji y.

e Formute C,(x,y) czytamy: po x krokach na pozycji y znajduje
sie symbol a.



Qv

Q Sg(c) A G(c,c) ANVx Cg(c, x);

0 x(Veq Sa(0));

Q Vx(Sq(x) = =Sp(x)), dla g,p € Q, g # p;

0 Wy (V,ca Colx,y)):

Q@ VxVy(Ci(x,y) = —Cp(x,y)), dla a,b € A, a # b;
Q@ Vx3y G(x,y);

Q VxVyVz(G(x,y) A G(x,z) = y = z);



(] VxVsz( a(X) N G(x,¥) AN Co(x,y) ANP(x,z) —
Sp(2) A Co(z,y)), gdy 6(q,a) = (p, b, i);
@ VxVyVz(=G(x,y) A Co(x,y) A P(x,z) = Ci(z,¥));
@ VxXVyVzVv(Sq(x) A G(x,y) A Ga(x,y) A P(x,z) A P(y,v) —
G(z,v)). gdy 0(q,a) = (p, b, +1);
(x
P,

@ VxVyVz(Sq(x) A G(x,y) A Ca(x,y) A P(x,z) = G(z,y)), gdy
é(q,a) = (p, b,0);

® VxVyVzVv(y # ¢ —
(Sq(x) AN G(x,y) AN GCa(x,¥y) NP(x,z) A P(v,y) = G(z,v))),
gdy 6(q,a) = (p, b, —1);

@ VxVyVzVv(Sq(x) A G(x,c) A Co(x,y) A P(x,z) = G(z,¢)),
gdy 6(q7 a) = (P, b, _1);

@ Vx-S, (x).



