Ograniczenia logiki pierwszego rzedu

W tym wyktadzie zaktadamy, ze nie ma symboli funkcyjnych w
sygnaturze.
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Ranga kwantyfikatorowa formuty

QR(p) definiujemy nastepujaco:

o QR(J_) = QR(tl = t2) = QR(r(tl, Ce tk)) =0dla
dowolnych terméw t;,..., ¢, oraz r € Zf.

° QR(¢ — ) = max(QR(y), QR(1)).

e QR(Vxy¢) =1+ QR(y).



Ranga kwantyfikatorowa formuty

QR(p) definiujemy nastepujaco:
o QR(J_) = QR(tl = t2) = QR(r(tl, Ce tk)) =0dla

dowolnych terméw t;,..., ¢, oraz r € Zf.
° QR(p — ) = max(QR(¢), QR(¥))-
o QR(Vxyp) =1+ QR(y).
Nieformalnie: QR to gtebokos¢ zagniezdzenia kwantyfikatoréw w
formule.
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Podstruktura indukowana

Niech 2 bedzie struktura relacyjna.
Niech () £ B C A.
2l p to struktura na ta sama sygnatura ¥ co 2A:

@ uniwersum 2z to B

o dla r € R definiujemy r8 = /% 0 B".
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Czesciowy izomorfizm

A, B — struktury relacyjne nad ¥.
Niepuste zbiory A C Ai B’ C B.

Izomorfizm h: A" — B’ podstruktur indukowanych h : 25 = Bz
nazywamy czesciowym izomorfizmem z 2 w 8.
Jego dziedzina to dom(h) = A’, a obraz to rg(h) = B'.
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Czesciowy izomorfizm cd

Umawiamy sie, ze () jest czeSciowym izomorfizmem z A w B o
pustej dziedzinie i pustym obrazie.

Dla dwéch czesciowych izomorfizméw g, h z A w B piszemy g C h
gdy dom(g) C dom(h) oraz g(a) = h(a) dla wszystkich
a € dom(g), to jest wtedy, gdy g jest zawarte jako zbiér w h.
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m-izomorfizm

Niech m € N.

Struktury 2 i 98 sa m-izomorficzne (ozn. 2 =, B), gdy istnieje
rodzina {/, | n < m} taka, ze:
Izo kazdy I, jest niepustym zbiorem czesciowych
izomorfizméw z A w B
Tam Dla kazdego h € I,41 oraz kazdego a € A istnigje
takie g € I,, ze h C g oraz a € dom(g).

Z powrotem Dla kazdego h € I,11 oraz kazdego b € B istnigje
takie g € I,, ze h C g oraz b € rg(g).

Rodzine {/, | n < m} nazywamy m-izomorfizmem struktur 2( i B,
co oznaczamy {/, | n < m} : A =, B.
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Skonczony izomorfizm

Dwie struktury 2(, B sa skonczenie izomorficzne, (ozn. 2 =4, B)
gdy istnieje rodzina {/, | n € w}, taka, ze kazda podrodzina
{ln | n < m} jest m-izomorfizmem.

Jesli {/, | n < m} ma powyzsze wtasnosci, to piszemy
{lh] n<w}: A=4B
Rodzina to skonczony izomorfizm.




Skonczony izomorfizm

Fakt



Skonczony izomorfizm

Fakt
o Jesli A =B, to A X4, B.



Skonczony izomorfizm

Fakt
o Jesli A =B, to A X4, B.

o Jesli A =4, B oraz nosnik XA jest zbiorem skoficzonym, to
A =B,



Q>
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Elementarna réwnowaznos$é¢

Przypomnienie:
20 i B s3 elementarnie réwnowazne (ozn 2A = B), gdy dla kazdego
zdania ¢ logiki pierwszego rzedu nad ta samg sygnaturg,

2A = ¢ wtw, gdy B = ¢.

20 i B tej samej sygnatury sa m-elementarnie réwnowazne (ozn.
A =p, B), gdy dla kazdego zdania ¢ o randze kwantyfikatorowej
nie przekraczajacej m, zachodzi

A E o wtw, gdy B | ¢.
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Elementarna réwnowaznos$é¢ cd

Fakt

A g, B wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego naturalnego m
zachodzi 2 =, B.

Dowdd:

Zatézmy, ze dla kazdego m istnieje {/" | n < m} z definicji =, .
Niech {J, | n € w} bedzie zdefiniowane przez

= I

mew

~Y

Ta rodzina spetnia warunki z definicji =4, .
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Charakteryzacja Fraissé

Twierdzenie [Fraissé]
Niech ¥ — skonczona sygnatura relacyjna
A, B struktury nad X.

@ Dla kazdego m € N zachodzi réwnowaznosé: A =, B wtedy i
tylko wtedy gdy A =, B.

o A =y, B wtedy i tylko wtedy gdy A = B.
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Dowdéd tw. Fraissé

Druga réwnowaznosc wynika z pierwszej.
Pierwsza dowodzimy tylko z lewej do prawej strony. Ustalamy

méeN.
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Teza indukcyjna

Niech
o {lh|n<m} A=,B
e gcl

@ ¢ to formuta
o FV(9)=x1,...,%
o QR(p) < n<m

Woéwczas dla kazdych ay, ..., a, € dom(g) réwnowazne sa:
A, x1:a1,...,xrar =@

B,x1:8(a1),...,% :g(ar) E .
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@ Dla formut atomowych teza wynika z tego, ze g jest
cze$ciowym izomorfizmem

e Gdy ¢ to ¥ — &, to réwnowazne s3:

o Axy:a,... % a EUv—E

o Asxy:ay,..., X :a Elub
Ay xy:ay,..., % a =&

o B.,x;:g8(a1),....x :g(as) = lub
B,x1:8(a1),...,x gla) =&



Dowéd tw. Fraissé, indukcja

@ Dla formut atomowych teza wynika z tego, ze g jest
cze$ciowym izomorfizmem

e Gdy ¢ to ¥ — &, to réwnowazne s3:

o Axy:a,... % a EUv—E
o Asxy:ay,..., X :a Elub
Ay xy:ay,..., % a =&

o B,x1:g(a1),...,x :g(a) E ¢ lub
%axl Zg(éﬁ),...,X, :g(a’) ':€
o B xy:g(a1),....,x, :gla)) Ev—¢&
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Dowéd tw. Fraissé, indukcja cd

@ Niech ¢ to Vx, 1%
e Z zatozenia QR(y¢) < n wynika QR(¢)) < n—1.
@ Rdéwnowazne sa:

(Ayx1:a1,...,x :a) F o

Dla kazdego a € A zachodzi

(R,xy :a1,...,% tar, X411 :8) EY

Dla kazdego a € A istnieje takie h € I,_1, ze g C h,
a € dom(h) i

(A, x1 2 @1, X 3y Xey1 2 @) E

Dla kazdego a € A istnieje takie h € I,_1, ze g C h,
a € dom(h) i

(sBaxl : g(al)’ sy Xp g(ar)vxr+1 : h(a)) ): ’l/)

Dla kazdego b € B istnieje takie h € I,_1, ze g C h, b € rg(h)
i

(%axl . g(al)a sy Xr g(ar)axr+1 . b) r: ¢

Dla kazdego b € B zachodzi

(%axl : g(al)v sy Xr g(ar)axr+1 : b) ): (0
(B,x1:g(a1),...,x :g(ar)) = o



Przyktad ograniczenia logiki pierwszego rzedu

Fakt
Jesli 2, B s3 dwoma skonczonymi liniowymi porzadkami o mocach
wiekszych niz 2™, to A =, B.
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Bez utraty ogélnosci niech
o A=10,...,N},

e B={0,..., M},
0 2M < N <M.

Wykazujemy, ze 2 =, B.

Dla k < m okreslamy ,odlegtos¢” di pomiedzy elementami:
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Bez utraty ogélnosci niech

o A=10,...,N},
e B={0,..., M},
0 2M < N <M.

Wykazujemy, ze 2 =, B.

Dla k < m okreslamy ,odlegtos¢” di pomiedzy elementami:

b— jesli |b — 2k
dk(a,b):{ al jesli |b—a| <

00 wpp.

Reszta dowodu na tablicy.
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Gra Ehrenfeuchta

Y — sygnatura relacyjna
A, B — struktury nad X, dodatkowo AN B = ().

W gre Ehrenfeuchta G,(21,B) gra dwéch graczy: i ll.
Trwa ona przez m rund.
W i-tej rundzie (i = 1,..., m) ruchy wykonuja kolejno:
e Gracz | wybiera
o jednga ze struktur,
o jeden z element6w jej nosnika (ozn. a; jesli pochodzi z A, b;,
jesli z B).
e Gracz Il wybiera
e pozostaty ze struktur,
o jeden z element6w jej nosnika (ozn. a; jesli pochodzi z A, b;,
jesli z B).
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W ciagu m rund wybrane zostajg elementy a;,...,an € A oraz
bi,...,bn € B.

Gracz Il wygrywa rozgrywke, jesli funkcja

h={{aj,b;) | i=1,...,m}

jest czesciowym izomorfizmem z 2 w B.
W przeciwnym wypadku wygrywa gracz .

Gracz |l ma strategie wygrywajaca w grze Gp,(21,B), jesli moze
wygrac kazda rozgrywke, niezaleznie od posuniec gracza |.
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Twierdzenie Ehrenfeuchta

e Gracz Il ma strategie wygrywajaca w grze Gp,(2,B) wtedy i
tylko wtedy, gdy A =, 8.

o Gracz Il ma dla kazdego m strategie wygrywajaca w grze
Gm(2,B) wtedy i tylko wtedy, gdy 2 =g, B.
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Przyktad uzycia gry Ehrenfeuchta (fatwy)

Ponizsze grafy daja sie rozrézni¢ zdaniem o randze
kwantyfikatorowej 4, ale ranga 3 nie wystarcza.

* * * *

* * *

I I I I I I I
k*—k—% k—k—% k—%k—% )k —k—%k k -k -k k*—%k—% )k —k—%k
I I I I I I I
* * * * * * *
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Przyktad uzycia gry Ehrenfeuchta (trudniejszy)

Twierdzenie Jesli A = (A, <¥) i B = (B, <®) s3 oba
e porzadkami liniowymi,
@ gestymi
@ bez elementu pierwszego i ostatniego

to



Przyktad uzycia gry Ehrenfeuchta (trudniejszy)

Twierdzenie Jesli A = (A, <¥) i B = (B, <®) s3 oba
e porzadkami liniowymi,
@ gestymi
@ bez elementu pierwszego i ostatniego

to
e A =B.



Przyktad uzycia gry Ehrenfeuchta (trudniejszy)

Twierdzenie Jesli A = (A, <¥) i B = (B, <®) s3 oba
e porzadkami liniowymi,
@ gestymi
@ bez elementu pierwszego i ostatniego
to
o A=
Dowdd na tablicy.



(R, <) =(Q,<).



Zatem nie ma zdania logiki pierwszego rzedu, ktére definiuje
pojecie porzadku ciagtego (tzn. takiego, w ktérym wszystkie
niepuste ograniczone podzbiory maja kres gérny i kres dolny).
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Teorie, teorie zupetne

Teoria to zbiér zdah zamkniety ze wzgledu na konsekwencje
semantyczne, tj. taki zbiér zdan A, ze A |= ¢ zachodzi tylko dla
p e A.
Przyktady teorii:
e {¢ | I | ¢}, zwany teorig aksjomatyczna wyznaczong przez I
o Th(K) ={¢ | A E ¢, dla kazdego 2 € K} (teoria klasy
struktur )

e Th(2) = {¢ | A = ¢} (teoria modelu ).
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Teorie zupetne

Teorie A nazywamy zupeina, gdy dla kazdego zdania ¢, doktadnie
jedno ze zdan ¢ i =@ nalezy do A.

Teoria modelu jest zawsze zupetna, teoria aksjomatyczna i teoria
klasy struktur nie musza by¢ zupetne.

Whiosek (z ostatniego twierdzenia) Teoria klasy A wszystkich

porzadkéw liniowych, gestych, bez elementu pierwszego i ostatniego
jest zupetna.



