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Drzewa wyszukiwan

® Drzewa czgsto shuza do przechowywania
informacji. Jesli uda sie nam stworzy¢ drzewo o
niewielkiej wysokosci 1 strukturze pozwalajace; w
kazdym wezle okreslic, czy 1S¢ w lewo czy w
prawo w poszukiwaniu jakiejs danej, to dostep do
niej bedzie szybki.

® Takie warunki spetniajg drzewa binarnych
wyszukiwan (BST: Binary Search Trees)



Drzewa binarnych wyszukiwan

® W drzewach binarnych wyszukiwan przechowujemy
dane ze zbioru liniowo uporzadkowanego (A,<).

® Przestrzegamy nast¢pujacych zasad:
" Kazda wartos¢ reprezentujemy w drzewie co najwyzej
raz,

" Na lewo od kazdego wezta sq podwieszone wylacznie
wartosci mniejsze od niego, a na prawo wigksze.



Drzewa binarnych wyszukiwan

® Przy tak okreslonych zasadach wiemy, jak szukac
danej wartosci w drzewie:

° Albo drzewo jest puste i wtedy jej nie ma

° Albo drzewo jest niepuste 1 wtedy:
— albo wartos¢ jest w korzeniu

— albo wartos¢ jest mniejsza od tej w korzeniu, wigc szukamy jej w
lewym poddrzewie

— albo wartos¢ jest wigksza od tej w korzeniu, wigc szukamy jej w
prawym poddrzewie



Wyszukiwanie wartosci w

drzewie zwyklym

function jest(x:typ; d:drzewo) :Boolean;

begin
1f d=nil then jest := false
else 1f d”.w=x then jest := true
else jest := jest(x,d”.lsyn) or
Jjest (x,d”.psyn)
end;

{leniwie}
{Koszt O(n) }



Wyszukiwanie wartosci w

drzewie BST

function jest(x:typ; d:drzewo) :Boolean;
begin

1f d=nil then jest := false
else 1f d”.w=x then jest := true
else 1f x<d”.w then
Jjest := jest(x,d”.lsyn)
else jest := jest(x,d”.psyn)
end;
{Koszt O (h) }



Wstawianie wartosci do

drzewa BST

procedure wstaw (x:typ; var d:drzewo);

begin

1f d=nil then begin
new (d) ;
d™.w:=x;
d”.lsyn:=ni1l; d”.psyn:=nil;

end

else 1f x<d”.w then wstaw(x,d”.lsyn)
else 1f x>d”.w then wstaw(x,d”.psyn)

end; {Gdy x jest juz w drzewie, to go
ignorujemy! Koszt catoéci O (H) }



Usuwanie wartosci z drzewa

BST

® Usuwanie wartosci z drzewa BST jest nieco trudniejsze.
Brak po danej wartosci trzeba uzupetni¢ jednym z
dwoch elementow: albo najwickszym z lewego

poddrzewa albo naymnijeszym z prawego. Szczegdty na
ASD.

® Cickawe jest pytanie o to, jaka bedzie srednia gi¢bokosc
wezta (albo srednia wysokos¢ drzewa) przy budowaniu
drzewa BST poprzez losowe wktadanie (1 ewentualne
wyjmowanie) kolejnych wartosci.




Twierdzenie o infiksie w. BST

® Wartosci drzewa BST wypisane w obiegu infiksowym
sa posortowane rosnaco.

® Dowdd: indukcja ze wzgledu na liczbe weztow drzewa:
" dla drzewa pustego OK, bo pusty ciag jest posortowany

" dla drzewa niepustego mamy korzen z podwieszonymi
dwoma poddrzewami o mniejszej liczbie weztow — stosuje
si¢ wigc do nich zatozenie indukcyjne. Zatem wartosci
lewego poddrzewa, wypisywane sg jako pierwsze — rosnaco
na mocy zatozenia indukcyjnego — potem idzie wartos¢ z
korzenia — jeszcze wigksza (def. BST), a na koncu rosnace
wartosci z prawego poddrzewa. o



Techniki przydatne przy

przetwarzaniu drzew

® Pokazemy teraz na przyktadzie obliczania wysokosci
drzewa dwie techniki specyficzne dla drzew.

® Wysokos¢ drzewa mozemy zdefiniowac¢ rekurencyjnie
tak:
" h(nil) = -1
" h(d) = max(h(d".Isyn),h(d".psyn)) + 1
® Ta definicja przektada si¢ natychmiast na funkcj¢
rekurencyjna:
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Wysokosc drzewa — wprost xz

definicj

function h(d:drzewo) :Integer;
begin
1f d=nil then h := -1
else h:=max(h(d”.lsyn),h(d”.psyn))+1
end;
{Koszt O (n) }
® Mamy tu oczywiscie ukryty obieg postfiksowy: nie
mozemy poznac wysokosci ojca, zanim nie poznamy
wysokosci jego synow.
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Metoda spaceru

® Jest to metoda, za pomocg ktorej przechodzimy drzewo
stosownym (dowolnym) obiegiem 1 zauwazamy pewne

fakty, ktore nas interesuja zapamigtujac ich efekty na
zewngtrznej] zmienne;.

® W przypadku wysokosci interesuje nas najwigksza
gtebokosc, wiec przechodzac drzewo dowolnym
obiegiem po prostu za kazdym razem, gdy wejdziemy
do nowego we¢zla, aktualizujemy glebokosc, na ktore;j
sie znajdujemy (aktg) 1 sprawdzamy, czy nie pobiliSmy
rekordu (maxg).
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Wysokosc¢ drzewa spacerem -

prefiksowo

function wysokos¢Spacerowa(d:drzewo):Integer;
var aktg,maxg:Integer;
procedure spacer (d:drzewo) ;
begin 1f d<>nil then begin {spacer}
aktg:=aktg+l;
1f aktg>maxg then maxg:=aktg;
spacer (d”.1lsyn) ;
spacer (d”.psyn) ;
aktg:=aktg-1; {Bardzo wazne!!!}
end; {spacer}
begin {Wysokosc¢Spacerowa}
aktg:=-1; maxg:=-1;
spacer (d) ;
Wysokos$éSpacerowa : =maxg 13

end;



Wysokosc¢ drzewa spacerem -

infiksowo

function wysokos¢Spacerowa(d:drzewo):Integer;
var aktg,maxg:Integer;
procedure spacer (d:drzewo) ;
begin 1f d<>nil then begin {spacer}
aktg:=aktg+l;
spacer (d”.1lsyn) ;
if aktg>maxg then maxg:=aktg; {“infiksowo”}
spacer (d”.psyn) ;
aktg:=aktg-1; {Bardzo wazne!!!}
end; {spacer}
begin {Wysokosc¢Spacerowa}
aktg:=-1; maxg:=-1;
spacer (d) ;
Wysokos$éSpacerowa : =maxg 14

end;



Wysokosc¢ drzewa spacerem -

postitiksowo

function wysokos¢Spacerowa(d:drzewo):Integer;
var aktg,maxg:Integer;
procedure spacer (d:drzewo) ;
begin 1f d<>nil then begin {spacer}
aktg:=aktg+l;
spacer (d”.1lsyn) ;
spacer (d”.psyn) ;
if aktg>maxg then maxg:=aktg; {“postfiksowo”}
aktg:=aktg-1; {Bardzo wazne!!!}
end; {spacer}
begin {Wysokosc¢Spacerowa}
aktg:=-1; maxg:=-1;
spacer (d) ;
Wysokos$éSpacerowa : =maxg 15

end;



Przekazywanie parametrow w

obiegu prefiksowym

procedure Nadsumuj(d:drzewo);
procedure DodajGore (d:drzewo; k:Integer);

{Dosumowuje wartos¢ parametru k do wezta d i nowag wartosc
przekazuje rekurencyjnilie obu synom. }

begin
if d<> nil then

d*.w:=d”.wtk;
DodajGore (d”.lsyn,d”.w) ;
DodajGore (d”.psyn,d”.w) ;
end;
end;
begin {Nadsumuj }
DodajGore (d, 0)

end;
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Przekazywanie parametrow w

obiegu postfiksowym

procedure Podsumuj(d:drzewo);
var dowol:Integer;
procedure DodajDét (d:drzewo; var k:Integer);
var zdolu:Integer;
begin
if d=nil then k:=0 {To przypisanie jest konieczne!}
else begin
DodajDol (d”.1lsyn, zdolu);
d”.w:=d”.wt+zdolu;
DodajDol (d”.psyn, zdolu);
d”.w:=d”.wt+zdolu;
k:=d™.w end {else};
end; {DodajDdbt}
begin {Podsumuj}

DodajDol (d,dowol) {Mozna byto uniknac¢ dowola wstawiajac tu np.
d®.w, ale to by zaciemnito kod} 17

end;



Dobre rady dotyczace stylu

programowania

® Procedura udostegpniana uzytkownikowi powinna mie¢
tyle parametrow, 1le jest to konieczne z punktu widzenia
specyfikacji zadania. Wszelkie nadmiarowe parametry
utatwiajace zaprogramowanie sq wyrazem niechlujstwa.

® /1 praktyka programistyczng jest nieumieszczanie
istotnych parametrow w naglowku 1 korzystanie ze
zmiennych globalnych.

® Rekurencja 1 iteracja niezbyt si¢ lubig nawzajem.
Najczesciej dobrze jest zdecydowac si¢ na jedna z nich.
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Dobre rady dotyczace stylu

programowania

® W procedurach rekurencyjnych dotyczacych drzew
zawsze sprawdzamy na poczatku, czy argument nie jest
nilem.

® Przy przekazywaniu informacji od korzenia w dot
uzywamy najcze¢scie] porzadku prefiksowego, a
informacje¢ przekazuymy przez wartosc

® Przy przekazywaniu informacji z dotu drzewa do gory
uzywamy najczescie] porzadku postfiksowego 1
przekazujemy ja albo przez parametry wotane przez
zmienng albo za pomoca wywotania funkcji.
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Podsumuj w obiegu

postfiksowym z funkcja

procedure Podsumuj(d:drzewo);

var dowol:Integer;

function SumaPotomkdw (d:drzewo) : Integer;

begin
if d=nil then SumaPotomkdéw:=0 { koniecznie!}
else
begin
d”.w := SumaPotomkdw (d”.lsyn)+SumaPotomkdw (d”.psyn)

+d” . w;
SumaPotomkow:=d” . w
end {else};
end; {DodajDdb1}
begin {Podsumuj}
dowol :=SumaPotomkodw (d) {lub d*.w:=SumaPotomkdw (d) }
end; 20



Drzewa ogolne

® Jesli drzewoma stopien wigkszy niz dwa, to mozemy je
implementowac w nastepujacy sposob: w kazdym wezle
przechowujemy poza wartoscia w:typ dwa wskazniki: do
pierwszego syna z lewej oraz do listy braci.
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Drzewa ogolne

type drzewoOg = “wezetit;
wezetr = record
w o LTVyp;
lsyn,brat : drzewoOg
end;

var
5 —

/
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Drzewa ogolne

® Jesli drzewo ma stopien wigkszy niz dwa, to mozemy je
implementowac w nastepujacy sposob: w kazdym wezle
przechowujemy poza wartoscia w:typ dwa wskazniki: do
pierwszego syna z lewej oraz do listy braci.
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Drzewa ogolne

® Widzimy, zZe roznica tak naprawde polega na innej
interpretacji takich samych danych.

® W rzeczywistosci ta interpretacja oznacza, ze w korzeniu
pole brat jest zawsze puste.

® ... chyba Ze nie jest puste 1 wtedy w naturalny sposob
mamy reprezentacj¢ lasu — waznego uogolnienia drzew
(drzewo wtedy, to las z jednym elementem).

® Procedury obiegu drzew ogolnych sg analogiczne do
takich procedur dla drzew binarnych
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Drzewa ogolne - obiegi

® Jeshi chodzi o obiegi prefiksowy 1 postfiksowy, to
odpowiedniosc jest jednoznaczna

® ObiegoOw infiksowych mozna sobie wyobrazi¢ wigce) —
tyle 1le jest wynosi stopien drzewa minus 1. W zasadzie

nie uzywa sie obiegow infiksowych w przypadku drzew
ogolnych
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Liczymy liczbe lisci w drzewie

| 4
ogolnym
function LiczbalLisci(d: drzewoOg) : integer;

var lewo, prawo: 1nteger;

begin
if d = nil then Liczbaliséci:=0

else 1f d”.lsyn=nil then
Liczbalisci:=1

else Liczbalisci := LiczbalLisci(d”.lsyn)
+ Liczbalisci (d”.brat);

end

end;
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Liczymy liczbe lisci w drzewie

binarnym

function LiczbalLisci(d: drzewo ): integer;
var lewo, prawo: 1nteger;

begin
if d = nil then Liczbaliséci:=0

else 1f d”.lsyn=d”.psyn then
Liczbalisci:=1

else Liczbalisci := LiczbalLisci(d”.lsyn)
+ Liczbalisci (d”.psyn);

end

end;
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Przyklad — liczenie wysokosci

drzewa ogolnego

function h(d:drzewoOqg) : Integer;
begin

1f d=nil then h := -1

else h:=max(h(d”.lsyn)+1l,h(d”.brat))
end;
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Przyklad — liczenie wysokosci

drzewa bin. - przypomnienie

function h(d:drzewo ) :Integer;
begin
1f d=nil then h := -1

else h:=max(h(d”.lsyn),h(d”.psyn))+1
end;
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