Wstep do programowania

Catkowita poprawnos¢ programow

© Piotr Chrzgstowski-Wachtel
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® Powiemy, ze program P jest catkowicie poprawny
wzgledem warunkow o, wtedy 1 tylko wtedy, gdy
= {aj P {B}
* Program P dla danych spetniajacych a zawsze si¢
zatrzyma

= Program P dla danych spetniajacych a nie wygeneruje
bledu



® To jest chyba najwazniejszy algorytm w cate;
informatyce.

® Chodzi o znalezienie konkretnego elementu w
posortowane] tablicy

® Ogolna 1dea: w kazdym kroku porownujemy ze
srodkowym elementem badanego segmentu 1
odrzucamy jedng z jego potowek (lub prawie
polowek).



l:=1; p:=n;
{A[1]=A[2]<...<A[n]}
while 1<p do
begin
s:=(1+p) div 2;
if x>A[s] then l:=s+1
else p:=s

end;
jest:=A[l]=x
{jest o Ll<k<n: A[k]=x}



- Zbiory dobrze ufundowane -

® I ancuchem relacji r LJAXA nazwiemy kazdy
skonczony lub nieskonczony ciag a=a ,a_,a... taki,

ze dla kazdego naturalnego 1jesli a oraz a_ naleza
do ciagu a, to (ai,aiﬂ)EIr.

® Powiemy, ze relacja r jest dobrze ufundowana, jesl
nie ma nieskonczonych tancuchow.



* (N,>)
o (N",>), gdzie (X ,....x )>(y ,....y ) wtedy 1tylko
wtedy, gdy dla kazdego 1=1,...,n: x 2y oraz

(X 5o X (Y 55y ).

® (Ar), gdzie A=zbi10r pozycji w grze w reversi (albo
dowolnej innej skonczonej grze), r={(a,b)LJAXA: z
pozycji a mozna w jednym ruchu dojs¢ do b}

® (D,r), gdzie D - zb16r poddrzew danego (by¢ moze
nieskonczonego) drzewa d, a relacja r jest relacja

,,bycia ojcem’”. .
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® Aby udowodnic to, ze petla zakonczy dziatanie,
stosujemy odwzorowanie {f wartosci zmiennych w
jakis zbi1dor dobrze ufundowany.

® Jezeli pokazemy, ze znaleziona funkcja f
odwzorowuje w kolejnych obrotach pe¢tli wartosci
zmiennych w elementy pozostajace ze sobg w relacyi
dobrze ufundowanej, to be¢dzie to oznaczac, ze p¢tla
zakonczy swoje dzialanie.

® Typowym zbiorem dobrze ufundowanym
wykorzystywanym przy dowodach jest zbior (N, >)
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®l<p o I<(+p)div2<p
® Dowod. Operacja div jest stabo monotoniczna, gdyz
jeshi x<y, to x div 2 <y div 2.
= 7,7, Jesli I<p, to istnieje k>0 takie, ze I+k=p, lub
rOwnowaznie p-k=I. Zatem:
— (4p) div 2 = (21+k) div 2 > (21) div2 = |

— (I4p) div 2 = (2p-k) div 2 <p, gdyz 2p jest naymniejsza liczba,
ktora po podzieleniu przez 2 daje p.

= 27 Jesh (I+p) div 2 = p = (p+p) div 2, to 1=p.



s w1 jego-dualna wers] a : ._

®l<p o I<(+ptl)div2<p
® Dowdd: analogiczny



Dowod wlasno$ci stopu dla

bmsearch

. f(l s,p)=p-1
® Wiemy, ze s=(1+p)div 2

® W kazdym obrocie petli albo wykonujemy
instrukcje l:=s+1 albo p:=s.

® 7¢ wzgledu na to, ze 1 <'s <p, roznica p-1 musi si¢
zmniejszy¢, a jednoczesnie po przypisaniu mamy
1<p, wigc wartosci p-1 sa naturalne.

10



1:=1; p:=n;
{A[1]<A[2]<...£A[n], I=1,p=n}
while 1<p do {(Ll<k<n: A[k]=x) « (<k<p: A[k]=x), 1<I<p<n}
begin
s:=(I+p) div 2;
if x>A[s] then 1:= s+1
else p:=s
end;
jest .= A[l]=x
{jest o [<k<n: A[k]=x } 11



1:=1; p:=n;
{A[1]<A2]<...<A[n]}
while 1<p do {(Ll<k<n: A[k]=x) « (<k<p: A[k]=x), 1<I<p<n}
begin
s:=(I+p) div 2; 0
if x=A[s]then 1:= s
else p:=s-1
end;
jest := A[l]=x
{jest o [<k=<n: A[k]=x NIEPRAWDA!} 12




Inne typowe funkc:]e dobrze

<< -ulundowane
® Dla petli for 1:=1 ton f(1,n)=n-1

® Dla algorytmow Euklidesa {(m,n)=m+n

® Dla algorytmow przechodzenia grafu: {(G)=liczba
nieodwiedzonych weztow
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Dowodzeme poprawnosc1

procedur 1 fun_kcp
“rekurencyjnych -

. Dowodzqc poprawnos¢ procedur 1 funkcji
rekurencyjnych stosujemy bezposrednio metode
indukcj1 — najlepiej ogolnie indukcji noetherowskie;,
czyli w zbiorze dobrze ufundowanym.
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® Zalozmy, ze zb10r A jest dobrze ufundowany za
pomoca relacyir.
® Niech Next(x)={yUA: (x,y)L r}

¢ Jeshi dla formuty jednej zmiennej ¢(x) okreslone; w
zbiorze dobrze ufundowanym (A,r) zachodzi dla

kazdego elementu x[JA nast¢pujacy warunek

(OyONext(x): o(y)) - o(x) (*)
to LIxLA: o(x)
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, Dowod twierdzenia o mdukc

- noetherowskiej -
o Zalc’)Zmy, ze w zbiorze dobrze ufundowanym (A,r)
zachodzi warunek (*), a jednak 1stnieje x[LIA takie,
ze ~p(x). Zatem must 1stnie¢ x LINext(x) takie, ze

~0(x,). Ale wtedy 1stnieje tez x [INext(x ) takie, ze
~((x,), ...1td. Konstruujemy nieskonczony ciag
X=X, X, X 5 .. taki, ze dla kazdego 1>0 XiDNGXt(Xi_l)
oraz ~@(x.). Pal licho to, ze ~@(x ). Istotne jest to, ze

skonstruowaliSmy nieskonczony tancuch relacjir.
Sprzecznosc.
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