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Al Chwarizmi 1
zy algorytmy Euklidesa




Algorytmika

B Najwazniejsza czesc informatyki

B Opisuje jak rozwigzywac problemy
algorytmiczne, jakie struktury danych

dobierac, jak analizowaC zachowanie sie
programow.

B Pozwala na osiggniecie znacznie bardziej
spektakularnych wynikow, niz samo
przyspieszanie dziatania sprzetu




B
Skad sie wzieto stowo ,algorytm™?

B Musi to byc stare stowo, bo w wiekszosci
jezykow brzmi ono podobnie.



Al Chwarizmi

B Abu Ja'far Muhammad ibn
Musa Al-Chuwarizmi
(ok. 780 — ok. 850)

B Hisab al-jabr w'al-muqabala

B Opisat ciekawe algorytmy,
miedzy innymi
rozwigzywania rownan,

w tym kwadratowych!




Przyktad z Al Chwarizmiego

B Rozwigzujemy rownanie
kwadratowe x°+10x=39

® Co nam wolno?
uzywac tylko liczb dodatnich (dtugosci | 5x
odcinkow)
dodawac | odejmowac odcinki
mnozyc¢ (tworzyC prostokaty) S=64

pierwiastkowac (wyznaczac¢ bok
kwadratu o zadanym polu) wiec x=3




Przyktad z Euklidesa

Euklides

B Chcemy wyznaczy¢ Najwiekszy Wspolny
Dzielnik dwaoch liczb naturalnych NWD(m,n)

B Co nam wolno? To samo co poprzednio, a w
szczegolnosci:

uzywac tylko liczb dodatnich (dtugosci odcinkow)
dodawac i odejmowac odcinki



NWD(m,n)

B Okazuje sie, ze nie ma wzoru na NWD(m,n), ktory
dziatatby dla kazdych m i n.

B Fuklides zauwazyt pewien (wcale nieoczywisty) fakt:
Jesli od wiekszej liczby odejmiemy mniejsza, ich
NWD sie nie zmieni.



. E—
NWD(m,n) dla0Os<m<n, n>0

B Pierwszy pomyst:

Euklides 1
* Jesli m=0 to NWD(m,n)=n
* Jesli m>0 to NWD(m,n)=NWD(n — m,m)

B Powyzszy algorytm mozna zaprogramowac za pomocg
nastepujacego kodu:

Wczytaj (m,n) ;
While m>0 do
begin
1f m>n then Zamien (m,n);
n:=n-m
end;
Wyplisz (n)



Czy widzimy problem?

B \Wykonajmy krotkie szacowanie: ile zajetoby
komputerowi wykonanie tego algorytmu dla n=10,
m=1 na najszybszych obecnie dostepnych
komputerach swiata (~1THz)?

Komputer ten bytby ok. 400-krotnie szybszy od
mojego laptopa, wiec z 10° uporatby sie w 1/40 s.
Ale 102'/40s = ponad 790 miliardéw lat ! To
kilkadziesigt razy wiecej, niz trwa nasz
Wszechswiat!

W szyfrowaniu RSA stosuje sie liczby rzedu 10%%°



Czy pora sie poddac?

B Przyjrzyjmy sie nieco doktadniej, jak dziata nasz
algorytm.

Zauwazmy, ze wielokrotne odejmowanie mniejszej liczby od
wiekszej konczy sie wtedy, gdy ta wieksza stopnieje ponizej te
odejmowane.

To co zostaje z wiekszej, to nic innego, niz reszta z dzielenia n
przez m.

W tym momencie sg one zamieniane i odejmowanie zaczynamy
Z NOWa3, juz mniejszg wartoscig, bo reszta jest zawsze ostro
mniejsza od dzielnika.

Czyli cate odejmowanie jednej wartosci ma na celu jedynie
wyznaczenie reszty z dzielenia!



. B
Czy nie ma lepsze] metody
obliczania reszty z dzielenia”

B Pamietamy chocby z lll klasy szkoty podstawowej
dzielenie w stupkach, ktore datoby sie jakos pewnie
zaimplementowac cyfra po cyfrze.

B Zatem mozemy nasz algorytm zmodyfikowac:

Euklides 2
* Jesli m=0 to NWD(m,n)=n
* Jesli m>0 to NWD(m,n)=NWD(n mod m, m),
*gdzie mod oznacza reszte z dzielenia




. B
Kod algorytmu Euklides 2

B Powyzszy algorytm mozna zaprogramowac za pomocg
nastepujacego kodu:

Wczytaj (m,n);
While m>0 do

begin

r := n mod m;
n := m;

m := ¢t

end;



Czy cokolwiek zyskalismy?

B Tym razem na pewno ztosliwymi danymi nie bedg
najwieksza liczba z badanego zakresu oraz jedynka.
Dla takich danych algorytm wykona jedno dzielenie |
wyjdzie reszta zero, ktora zakonczy catg zabawe.

B Zeby zorientowac sie, co nas moze w najgorszym
razie czekac, sprobujmy wygenerowac dane, dla
ktorych algorytm Euklides 2 bedzie dziataC najdtuze;

B Jakie zatem dane sg najbardziej ztosliwe dla liczb-
powiedzmy — 30-cyfrowych?



Zt0zonosc pesymistyczna

® . to liczba operacii,
najbardziej ztosliwyc
bedg powodem moz

Ktore algorytm wykona dla
n danych, czyli takich, ktére

Iwie dtugiej pracy algorytmu.

B Oczywiscie musimy okresli¢ zakres, w jakim
szukamy takich danych.

B Moze spusCmy nieco z tonu. Postarajmy sie
wygenerowac najgorsze dane w zakresie 1..99. Dla
jakiej pary liczb nasza petla wykona sie najwiece;

razy?



Ztozonosc algorytmu Euklides 2

B Odwroc¢my kota ogonem. Zamiast pytac sie, dla
jakich danych w okreslonym zakresie program
bedzie dziatat najdtuzej, zadajmy pytanie, jaki musi
byC co najmniej zakres, zeby wymusi¢ konkretng
liczbe obrotow petili.

B Zacznijmy od matych wartosci. Jakie najmniejsze
dane spowodujg 1 obrét petli? Oczywiscie (1,1).

B Dla dwoch obrotow petli potrzebujemy co najmnigj
liczb (2,3), bo dzielnik musi by¢ wiekszy od 1,
a dzielna od dzielnika.



..Ztozonosc algorytmu Euklides 2

B Kolejne wartosci:

3 obroty petli: (3,5), bo zeby dostac ,najtansze” 2
obroty, czyli pare (2,3), dzielnikiem musi bycC 3, a
mozliwie mata dzielna dajgca przy tym dzielniku
reszte 2 | od niego wieksza, to 5.

4 obroty petli: (5,8); dzielnik 5 i dzielna 5+3=8
5 obrotow petli: (8,13); bo 13=8+5
...itd
B Zawsze chodzi o to, zeby wynik dzielenia byt rowny 1



..Ztozonosc algorytmu Euklides 2

B Podsumujmy rekordowg pare (55,89) — 9 obrotow:

(55,89)
(34,59) Przygladajac sie drugiej kolumnie widzimy, ze:
(21,34) . . : :

*nie da sie 2 obrotow wykonac¢ za pomocg
(13,21) liczb mniejszych od 3,
(8,13) - : . .

nie da sie 3 obrotow wykonac¢ za pomocg
(5, 8) liczb mniejszych od 5
(3, 9) “nie da sie 9 obrotéw wykonaé za pomoca
(2, 3) liczb mniejszych od 89
(1, 2) itd...
(0, 1)




Liczby Fibonacciego

B \Widzimy wiec, ze najztosliwsze pary, to takie liczby (liczac od
dotu), ze mniejsza z nich jest wiekszg z liczb poprzedniej pary, a

wieksza jest ich suma.

(55,89)
(34,55)
(21,34)
(13,21)
(8,13)
(5, 8)
(3, 9)
(2, 3)
(1, 2)
(0, 1)

Liczby w jednej kolumnie tworzg
cigg Fibonacciego

0112358132134 5589 144 233 377 ...




Liczby Fibonacciego

B QOto liczby obrotow petli uzyskane dla mozliwie ztosliwych

argumentow:

(F10’ |:11)
(Fo,F10)
(Fe.Fo)
(F7.Fs)
(Fe.F7)
(Fs.Fe)
(Fa.Fs)
(F3,F4)
(F2.F3)
(Fo.F4)

9 obrotow
8 obrotow
7/ obrotow
6 obrotow
5 obrotow
4 obroty

3 obroty

2 obroty

1 obrot

O obrotow

Z pary (F,.,,F,) dla n>2
uzyskujemy n-2 obroty
petli.




Liczby Fibonacciego

B \Wsrod liczb 30-cyfrowych zatem najgorsze beda te,
ktore sg mozliwie duzymi liczbami Fibonacciego
mieszczgcymi sie w tym zakresie.

B Numer wiekszej z nich pomniejszony o 2 bedzie
szukang liczbg obrotow petli

B Kluczowe jest zatem pytanie, jak szybko rosng
liczby Fibonacciego?

B Jesli szybko, to dobrze! Bo numer liczby bedzie
nieduzy.



Liczby Fibonacciego
B Sam Fibonacci nie umiat wyznaczyC wzoru na
,SWO0jq" n-tg liczbe.

B Dokonat tego w XVIII wieku wielki Leonard Euler, a
ponownie odkryt ten wzor Jacques Binet w XIX w.

Wzor Eulera-Bineta
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Whnioskl ze wzoru Eulera-Bineta

® \Wprowadzmy oznaczenia
— u‘E-
W= _-I-_'.n W=

B Zatem Iiczb_y te sg rowne odpowiednio ok. 1.618... oraz
-0. 618 , @ wzor Eulera-Bineta przyjmuje postac

— Pflrpn “:l'e‘J-I
R Teraz pomljajap drugi sktadnik roznlcy, dazacy szybko do

zera otrzymujemy prostszy wzor okreslajgcy liczby
Fibonacciego:







Liczby Fibonacciego rosng wyktadniczo
szybko!

B Zatem od pewnego momentu kazda kolejna
liczba Fibonacciego jest od poprzednie]
wieksza o ponad 60%

® Poniewaz chcemy znalezC najwiekszg
liczbe Fibonacciego nieprzekraczajgcg 102,
wiec chcemy rozwigzac nierownosc

B p//5 < 10%, co po zlogarytmowaniu przy
podstawie ¢ daje n-2 < 30log,10 = 148,33...

B Ostatecznie n<150.



Wygralismy!

B Okazuje sie, ze nawet dla tak ogromnych
danych, jak liczby 30-cyfrowe, liczba
obrotow petli nie przekroczy 150 (a nawet
148).

B Jest jednak tyzka dziegciu: operacje mod
sie trudniej programuje, niz odejmowanie
(I nieco dtuzej wykonuje), tym niemniegj
naprawde warto!



' Czy nie ma zatem W

szybkiej, ale tez tatwwej do
zaprogramowania”?

B Sprobujmy zastanowicC sie, jak na NWD wptywa
parzystos¢ argumentow Dla m<n NWD(m,n) wynosi

Euklides 3: NWD(m,n)=
n Jesli m=0
2*NWD(m/2,n/2)  jesli m,n[JP
NWD(m,n/2) jesli mLIP n[JP
NWD(m/2,n) jesli mLP n[JP
NWD(n-m,m), jesli m,n[JP




B
Analiza ztozonosci algorytmu
Euklides 3

m \V kazdym obrocie petli wykonujemy
dzielenie parzystych argumentow przez 2
lub odejmowanie nieparzystych

® Odjecie jednej liczby nieparzystej od drugiej
daje wynik parzysty.

B Zatem przynajmniej raz na dwa Kroki
przynajmniej jeden z argumentow
podzielimy przez 2.



- B
Analiza ztozonosci algorytmu
Euklides 3 -cd.

m Zatem co najmniej raz na dwa obroty petli
wykonamy dzielenie przynajmniej jednego
Z argumentow przez 2.

m Zatem fgczna liczba krokow algorytmu nie
przekroczy 2(log m + log n).



Implementacja Euklides 3

m Algorytm ten wykorzystuje tatwe do
zaimplementowania operacje porownania
liczb, odejmowania oraz dzielenia przez 2 i
mnozenia przez 2. Kazda z nich ma
ztozonosc liniowg ze wzgledu na dtugosc
Zzapisu pozycyjnego liczby, wiec tgczna
zlozonos$¢ jest rzedu (logn)? ; mamy
bowiem logarytmicznie duzo obrotow petili,
kazda z nich wykonuje logarytmicznie duzo
dziatan na cyfrach.



